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ANALYSE 

DU  TRAITÉ 

DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 
Par  M.  P01NSOT,  de  l'Académie  des  Sciences,  etc.  (*). 

Depiis  Leibnitz  et  Newton,  prcs(juetous  les  géomètres  se  sont  uniquement 
occupés  du  perfectionnement  des  nouveaux  calculs  ,  ou  de  leur  application 
à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique  ,  et  il  faut  convenir  que  l'Algèbre  a  été 
un  peu  négligée.  On  a  donc  cette  première  obligation  h  M.  Lagrange  . 
de  n'avoir  pas  perdu  de  vue  cette  partie  fondamentale  des  mathématiques, 
et  d'y  rappeler  l'attention  des  géomètres  par  cet  excellent  Traite  :  car  , 
comme  toute  l'Algèbre  se  réduit,  au  fond,  à  l'analyse  des  équations,  on 
peut  dire  que  cet  ouvrage,  avec  les  Notes  savantes  dont  il  est  enrichi, 
forme  le  Traité  d'Algèbre  le  plus  complet  et  le  plus  profond  que  l'on 
puisse  désirer  dans   l'état  actuel    de  la  science. 

L'auteur  y  donne  d'abord,  pour  la  résolution  des  équations  numériques , 
celte  métbode  élégante  et  sûre  qu'il  a  publiée  pour  la  première  fois  dans 
le  Recueil  des  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  (années  17G7  et  1768). 
Il  confirme  ensuite,  dans  les  Notes,  par  des  démonstrations  nouvelles  et 
rigoureuses,  les  principes  généraux  qui  servent  de  base  à  cette  résolution. 
Il  y  passe  en  revue  toutes  les  mélbodes  imaginées  pour  le  même  objet  : 
il  les  compare,  les  rapproche,  et,  suivant  le  tour  naturel  de  son  génie  , 
les  ramène  au  même  principe.  Il  y  reproduit  enfin  ,  avec  des  réflexions 
nouvelles,  toute  la  substance  de  celles  qu'il  fil  autrefois  dans  le  même 
Recueil  de  Berlin  ,  pour  1770  et  17-7-1  :  il  donne  un  précis  clair  et  rapide 
de  sa  méthode  générale  fondée  sur  l'art  de  réduire  le  nombre  des  permu- 
tations qui  multiplie  les  fonctions  cherchées ,  et  d'abaisser  par-là  le  degré 
des  Résolvsntes;  et  rappelant,  à  l'occasion  du  beau  travail  de  M.  (lauss , 
ses  anciennes  idées  sur  cette  matière,  il  en  déduit  ,  dans  la  Note  XIV,  qui 
est  entièrement  nouvelle  ,  la  résolution  directe  et  générale  des  équations 
binômes  de  tous  les  degrés. 


(*)  Celle  Analyse,    publiée  en    1808,  dans    le  Magasin  encyclopédique  ,   ayant  reçu   l'appro 
dation    de    M.  Lagrange  ,  on   a  cru  devoir  la  placer  a  la   tece  de  cet  Ouvrage, 
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Tels  sont  les  points  les  plus  importons  approfondis  dans  l'ouvrage  dont 
nous  allons  rendre  compte.  Ce  simple  sommaire  suffirait  sans  doute  aux 
géomètres ,  qui  ne  manquent  pas  de  lire  les  écrits  de  l'auteur  .  et  qui 
connaissent  très  bi>  □  l'élégance  et  la  simplicité  qui  régnent  dans  toutes 
ses  méthodes  :  mais  comme  il  peut  être  utile  à  plusieurs  jeunes  lecteurs 
d'avoir  une  idée  nette  de  la  science,  de  savoir  ce  qu'ils  doivent  apprendre 
dans  cette  partie  de  l'Analyse  ,  et  où  ils  le  doivent  étudier  ,  nous  en 
devoir  donner  quelques  détails  sur  les  principales  questions  qu'on  se  pro- 
pose ici,  sur  les  solutions  qu'on  en  donne,  et  développer  la  suite  des 
théorèmes  avec  une  certaine  étendue. 

D'abord  si  l'on  jette  un  coup  d'œil  général  sur  l'Algèbre,  on  voit 
que  cette  science,  abstraction  faite  des  opérations  ordinaires  (au  nombre 
desquelles  on  peut  compter  l'élimination) ,  se  partage  naturellement  en 
trois  articles  principaux.  i°.  La  théorie  générale  des  équations,  c'est-à-dire 
l'ensemble  des  propriétés  qui  leur  sont  communes  à  toutes,  a".  Leur  réso- 
lution générale,  qui  consiste  à  trouver  une  expression  composée  des  coef- 
ficiens  de  la  proposée,  et  qui  ,  mise  au  lieu  de  l'inconnue,  satisfasse  iden- 
tiquement à  cette  équation  ,  en  sorte  que  tout  s'y  détruise  par  la  seule 
opposition  des  signes.  3°.  La  résolution  des  équations  numériques,  où  il 
s'agit  de  trouver  des  valeurs  particulières  qui  satisfassent  d'une  manière 
aussi  approchée  qu'on  le  voudra  ,  à  une  équation  dont  tous  les  cocfficicns 
sont  actuellement  connus   et   donnés   en    nombres. 

Cette  dernière  recherche  est  sans  contredit  la  plus  utile  dans  l'applica- 
tion :  car,  outre  que  la  résolution  générale  ne  s'étend  pas  au-delà  du 
4  degré,  les  formules  eu  sont  déjà  si  compliquées,  et  le  seraient  telle- 
ment pour  les  degrés  supérieurs,  si  l'on  venait  à  les  découvrir,  qu'on 
ne  pourrait  jamais  s  en  servir  pour  le  calcul  des  racines.  Ain  i  il  faudrait 
encore  recourir  aux  méthodes  d'approximation  qui  font  l'objet  principal 
de  ce  Traité.  Or,  les  principes  de  ces  méthodes  étant  puisés  dans  les 
propriétés  générales  des  équations,  nous  allons  d'abord  examiner  ce  que 
l'on   sait  de  plus  généial  sur   leur  théorie. 

Le  premier  principe,  connu  depuis  long-temps,  est  que  si,  daus  une 
équation  quelconque,  deux  nombres  mis  successivement  au  lieu  de  1  in- 
connue donnent  de.s  résultats  de  signes  contraires,  il  y  a  nécessairement 
au  moins  un  nombre  intermédiaire  qui  donnerait  un  résultat  nul,  ou 
serait  racine  de  la  proposée.  On  avait  coutume  de  démontrer  ce  théorème 
par  la  considération  des  lignes  courbes;  mais  M.  Lagrange  en  donne, 
dans  la  Note  1,  une  démonstration  nette  et  rigoureuse,  fondée  sur  la 
nature  mê lu  polynôme  algébrique  dont  l'égalité  à  u-m  forme  l'équa- 
tion   propi 
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Le  second  principe  est,  que  si  un  nombre  réduit  le  polynôme  à  zéro  , 
ou  bien  est  racine  de  la  proposée,  le  polynôme  est  exactement  divisible 
par  le  binôme  formé  de  l'inconnue  moins  cette  racine.  D'iilerYibert  est  le 
premier  qui  ait  démontré  ce  principe  d'une  manière  rigoureuse  :  on  en 
trouve  dans  la  Note  II  une  démonstration  aussi  exacte  et  plus  complète. 
en  ce  (pion  y  voit,  non-seulement  que  la  division  doit  réussir ,  mais 
qu'elle  réussit    encore  actuellement. 

Il  est  bien  facile  de  voir  ensuite  cette  partie  réciproque  du  premier 
théorème  :  que  s'il  y  a  One  racine  entre  deux  nombres,  et  qu'il  n'y  eu  ait 
qu'une  seule  ,  ces  deux  nombres  mis  au  lieu  de  l'inconnue  donneront  des 
résultats  de  signes  contraires  ;  d'où  il  suit  que  la  même  cliose  aura  lieu 
pour  un  nombre  quelconque  impair  de  racines  comprises  ,  et  n'aura  lieu 
(pie  dans   ce  cas. 

Tels  sont  les  principes  fondamentaux  de  toute  la  théorie  des  équations 
on  en  déduit  sur-le-cliamp  qu'elles  peuvent  avoir  autant    de  racines   qu'il 
y   a   (limités  dans    le  plus   haut   exposant  de   l'inconnue,   et    n'en  peuvent 
jamais    avoir    davantage.    Que  les  équations  de   degrés  impairs   ont    essen- 
tiellement au   moins   une   racine  réelle;   d'où   il    suit    que  dans  une    équa- 
tion  quelconque,    les   racines  qui  manquent  sont  nécessairement  en  nombre 
pair.  Quant  à  ces  sortes  de  racines ,  que  l'on  nomme  imaginaires,  il  parut 
d'abord  .   par    la  résolution  connue    des  quatre  premiers  degrés  ,   que  leur 
forme  était  la  même  que  celle  des  imaginaires  du  second  degré.  D'  dlèmbx  7 1 
essaya  de   démontrer  généralement  ce  théorème,  dans  sa  pièce  sur  la  cause 
des  vents,  et  dans  les  .Mémoires  de  Berlin  pour  l'année  i^f\0.  M.  haeranse, 
qui  rapporte   cette   démonstration,    au  commencement  de  la  Note   l\,    mu 
la  forme   des   racines  imaginaires,   la  rend  plus  rigoureuse   et  plus  simple: 
mais  il   faut  convenir  qu'excepté  l'endroit  où  l'on  prouve  que,  dans  le  pas- 
sage du  réel  à  l'imaginaire,   ou  réciproquement ,  la  racine  devient  douUi  . 
ou  quadruple,  ou  multiple  d'un  ordre   pair,  le  reste   de   la  démonstration 
n  est   point  à    l'abri  d  objections  très  solides.  Aussi   .M.  Lagïwige  revient-il 
nu  théorème    d'une  manière    plus   directe  .   en   considérant   qu'il   s'agit    de 
prouver  en    général  que  tout   poiynome   de   degré    pair   est    résoluble  en 
facteurs  réels  du  second  degré;    et,  comme  il   n'y  a  que  les  équations  de 
degrés  impairs    où    l'on  puisse    toujours    assurer    l'existence   d'une    racine 
réelle,  ou  bien  encore  celles  de  degrés  pairs,  mais  dont   le  dernier  ternie 
est  essentiellement  négatif,  tout  se  réduit  à  prouver  que  ,  dans  la  rechercha 
des coefficiens  d  un  lacteurde  degré  pair  pour  le  polynôme  proposé,  on  tombera 
finalement   sur  de  telles   équations.    L'auteur,    en    rapprochant   les  travail! 
successifs    des   divers  géomètres  sur  cette  matière,   et    particulièrement   les 
recherches    à'Eulvr,    de  Fonctmex ,   et    Celles  que  lui-même  ajouta  dans  les 
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Mérnoires  de  Berlin  de  1772,  fait  voir  que  le  théorème  général  se  trou- 
vait par-là  démontré  d'une  manière  rigoureuse;  mais  à  la  fin  de  la  même 
Note  IX,  il  en  rapporte  une  autre  démonstration  très  élégante  et  déduite 
des  mêmes  principes ,  que  M.  Laplace  a  fait  connaître  depuis ,  dans  les 
Leçons  de  l'École  Normale.  Cependant,  si  l'on  voulait  résoudre  effecti  - 
vemeut  le  polynôme  en  ses  facteurs  réels  ,  comme  il  serait  presque  impos- 
sible de  suivre  le  procédé  indiqué  par  l'analyse  qu'on  y  emploie ,  M.  Lagrange 
croit  devoir  reprendre  en  entier  ce  problème  général  dans  la  Note  X  ,  où 
il  fait  voir  à  priori,  non-seulement  la  possibilité  de  la  décomposition  de 
tout  polynôme  en  facteurs  réels  du  Ier  et  du  a'  degré,  mais  encore  le 
procédé  qu'il  faudrait  suivre  si  l'on  voulait  actuellement  effectuer  cette 
décomposition  ,  ce  qui  ne  laisse  plus  rien  à  désirer  sur  ce  point  important 
de  la  théorie  générale  des  équations. 

La  nature  des  racines  étant  par-là  bien  connue  ,  on  peut  se  proposer 
maintenant   ce  problème  général  de  leur  résolution  numérique. 

«  Étant  donnée  une  équation  numérique ,  sans  aucune  notion  préalable 
»  de  la  grandeur  ni  de  l'espèce  de  ses  racines,  trouver  la  valeur  exacte, 
»  s'il  est  possible,  ou  aussi  approchée  qu'on  voudra  de  chacune  de  ces 
»   racines.    » 

D  abord ,  s'il  y  a  des  racines  égales  ,  il  sera  facile  de  les  reconnaître  et 
de  les  dégager  de  l'équation  ,  comme  on  le  voit  dans  le  Chapitre  II  du 
Traité.  S'il  y  a  des  racines  imaginaires  ,  la  recherche  des  parties  imagi- 
naires se  réduira  à  celle  des  racines  réelles  d'une  autre  équation  que  l'on 
peut  actuellement  construire,  et  les  parties  réelles  de  ces  mêmes  racines 
s' obtiendront  sur-le-champ  par  la  simple  opération  du  commun  diviseur, 
comme  l'auteur  le  fait  voir  dans  le  même  chapitre.  Reste  donc  à  savoir 
comment  071  obtient  les  racines  réelles  d'une  équation  quelconque.  Mais  , 
pour  plus  de  clarté,  cette  recherche  se  divise  encore;  car  parmi  les  racines, 
les  unes  seront  positives,  les  autres  négatives.  Or,  si  l'on  sait  trouver  les 
positives,  la  même  méthode  appliquée  à  la  transformée  que  donne  l'équa- 
tion ,  en  y  changeant  le  signe  de  l'inconnue,  fera  connaître  les  racines 
positives  de  cette  transformée,  et  par  conséquent  les  négatives  de  la 
proposée. 

Tout  se  réduit  donc  enfin  à  savoir  trouver  les  racines  réelles  et  posi- 
tives d'une  équation  numérique  quelconque  donnée.  Or,  le  premier  pro- 
blème sera  d'en  reconnaître  le  nombre  et  les  limites  entières  les  plus 
approchées. 

Si  ces  racines  différaient  entre  elles  au  moins  d'une  unité,  de  sorte 
que,  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  il  n'en  pût  tomber  qu  une  seule. 
on  serait  sûr  qu'en  mettant ,  au    lieu    de  l'inconnue,  la  suite  naturelle  des 
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nombres,  les  résultats  successifs  présenteraient  autant  de  variations  désigne 
qu'il  y  aurait  de  racines  dans  la  proposée.  Mais  si ,  entre  les  deux  nombres 
consécutifs,  il  se  trouve  deux,  ou  un  nombre  quelconque  pair  de  racines, 
les  résultais  donnés  par  ces  nombres  seront  de  signes  semblables,  et  ces 
racines  ne  seront  point  aperçues.  S'il  s'en  trouvait  un  nombre  impair,  les 
deux  résultats  seraient  à  la  vérité  de  signes  différons  ,  et  indiqueraient 
l'existence  de  racines  comprises,  mais  ne  feraient  point  connaître  leur 
nombre,  puisqu'il  pourrait  y  en  avoir  une  ,  ou  trois,  ou  un  nombre  quel- 
conque impair.  Donc,  pour  reconnaître  à  coup  sur  le  nombre  des  racines, 
il  faudra  faire  une  suite  de  substitutions  dont  les  intervalles  soient  moindres 
que  le  plus  petit  intervalle  des  racines  entre  elles.  Alors  on  verra  paraître 
dans  la  suite  des  résultats,  juste  autant  de  variations  de  signes  qu'il  y 
aura  de  racines  dans  la  proposée.  C'est  pourquoi  M.  Lag range  cherche 
d'abord  dans  le  problème  du  n°  8,  Cbapitre  I,  une  équation  dont  les 
racines  soient  les  différences  entre  celles  de  la  proposée  prises  deux  à  deux. 
Il  apprend  à  trouver  une  quantité  qui  soit  moindre  que  la  plus  petite 
racine  de  cette  équation,  et  par  conséquent,  que  le  moindre  intervalle 
des  racines  de  l'équation  numérique  à  résoudre.  Il  est  le  premier  qui  ait 
fait  ce  grand  usage  de  l'équation  aux  différences,  soit  pour  séparer  exac- 
te meut  les  racines  ,  soit  pour  obtenir  les  imaginaires  ,  et  reconnaître  leur 
présence  dans  les  équations.  Il  donne,  au  reste,  dans  la  Note  IV,  une 
manière  plus  simple  de  trouver  cette  limite  de  la  plus  petite  différence  . 
sans  calculer  en  entier  l'équation;  et  cette  méthode  peut  abréger  considé- 
rablement le   travail  dans  la  résolution   des  équations  un  peu  élevées. 

Cette  recherche  des  limites  des  racines  doit  être  regardée  comme  la  plus 
importante  de  toutes  dans  la  résolution  des  équations.  C'est  une  chose  qui 
ne  parait  pas  avoir  été  sentie  par  la  plupart  des  auteurs  :  quelques-uns, 
même  dans  des  ouvrages  nouveaux  ,  croient  encore  donner  une  méthode 
sûre  ,  en  indiquant  le  procédé  de  la  substitution  successive  des  nombres 
entiers;  ce  qui  est,  pour  ainsi  dire,  passer  à  côté  de  la  seule  difficulté  réelle 
du  problème;  car,  une  fois  qu'on  a  les  limites,  il  est  bien  aisé  de  les 
resserrer,  et  d'approcher  autant  qu'on  veut  de  la  racine  comprise.  Au  reste, 
on  a  encore  sur  cette  détermination  des  limites  des  racines,  et  sur  les  ca- 
ractères de  leur  réalité,  plusieurs  méthodes  très  élégantes  que  la  considé- 
ration des  maxima ,  dans  les  ligues  paraboliques,  a  fait  découvrir  à  plu- 
sieurs géomètres.  On  les  trouve  réunies  dans  la  Note  VIII,  avec  la  fameuse 
règle  de  Descartes ,  mais  toutes  déduites,  suivant  la  marche  uniforme  de 
l'auteur ,   des  premiers   principes   de  l'analyse  des  équations. 

Lorsque  le  nombre  et  les  premières  limites  des  racines  sont  détermi- 
nés, il  s'agit  de  voir  comment  on    en  approche  d'aussi  près   qu'on  peut  le 
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désirer.  L'auteur  applique  à  la  solution  de  ce  problème  cette  ingénieuse 
théorie  des  fractions  continues ,  qu'il  a  perfectionnée  et  rendue  si  féconde 
dans  toute  l'Analyse.  La  racine  dont  on  s'occupe  étant  imaginée  dévelop- 
pée en  fraction  continue  ,  il  fait  voir  comment ,  par  la  répétition  de  la 
mémo  méthode  appliquée  à  des  transformées  successives,  on  peut  trouver 
exactement  les  dénominateurs  successifs  de  la  fraction  ,  et  par  conséquent 
la  valeur  aussi  approchée  qu'on  voudra  de  la  racine  inconnue.  Les  opé- 
rations à  faire  sur  ces  transformées  deviennent  très  simples;  car,  si  l'on 
a  eu  soiu  de  changer  d'abord  la  proposée  en  une  autre  où  lc6  racines  soient 
distantes  au  moins  de  l'unité,  ce  qui  est  facile,  alors  chaque  transformée 
n'a  jamais  qu'une  seule  racine  supérieure  à  l'unité,  et  il  est  bien  aisé  de 
trouver  les  deux  nombres  entiers  qui  la  renferment.  On  a  donc,  par  la 
nature  môme  des  fractions  continues  ,  l'expression  la  plus  simple  et  la  plus 
exacte  possible  de  chaque  racine,  et,  à  chaque  instant,  les  limites  de  l'er- 
reur que  l'on  pourrait  commettre.  Si  la  racine  est  commensurable,  la 
fraction  continue  s'arrête;  si  elle  est  incommensurable  du  i'  degré,  la 
fraction  devient  périodique ,  et  la  méthode  de  l'auteur  a  encore  cet  avan- 
tage de  faire  connaître  les  diviseurs  commensurables  du  1er  et  du  1e  degrés 
que  la  proposée  pourrait  contenir. 

Ainsi  l'on  a,  dans  l'analyse  des  équations,  ce  beau  résultat  entièrement 
dû  à  M.  Lagrangc  :  si  une  inconnue  est  engagée  dans  une  équation  numé- 
rique de  degré  quelconque  ,  on  peut  regarder  actuellement  sa  valeur  comme 
déterminée  d'une  manière  parfaite;  et  l'on  est  en  état  d'assigner  les  termes 
successifs  de  la  fraction  continue  qui  la  représenterait,  avec  autant  de  ri- 
gueur que  s'il  s'agissait  d'une  fraction  ordinaire  que  l'on  voudrait  actuelle- 
ment  développer. 

Ni  cette  rigueur,  ni  cette  généralité  n'ont  lieu  dans  aucune  des  méthodes 
données  pour  la  solution  du  même  problème.  Outre  qu'elles  supposent  la 
connaissance  des  limites  des  racines,  qui  ne  s'obtiennent  rigoureusement 
que  par  la  première  analyse  de  l'auteur  ,  elles  ne  donnent  point  à  chaque 
correction  les  limites  de  l'erreur  ,  et  laissent  en  doute  sur  les  chiffres  que 
l'on  doit  conserver.  En  suivant  la  méthode  de  Ne^vton  ,  si  élégante  d'ail- 
leurs, et  si  commode  dans  l'usage,  non-seulement  on  ne  reconnaîtrait 
point  les  racines  commensurables.  et  les  limites  de  l'erreur  actuelle:  mais 
on  pourrait  trouver  des  valeurs  successives  corrigées  qui  ,  au  lieu  de  con- 
verger continuellement  vers  la  racine,  s'en  éloigneraient,  au  contraire,  de 
plus  en  plus.  M.  Lagrangc ,  qui  examine  et  apprécie  cette  méthode  dans 
la  Note  V,  fait  voir  que  l'usage  n'en  est  sûr  que  dans  le  cas  où  la  racine 
cherchée  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  de  toutes;  et  s  il  y  a  des 
racfnes  imaginaires,  il   faut  encore  que  les  parties    réelles  soient    moindres 
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que  la  plus  grande  racine  réelle,  ou  plus  grandes  que  là  plus  petite  de  ces 
racines.  C'est  ce  qu'on  pourrait  voir  d'ailleurs  par  la  construction  géomé- 
trique delà  règle  de  Xewlon.  Car  les  corrections  successives  de  la  racine  re- 
viennent à  ajouter  continuellement  à  l'abscisse  qui  représente  la  valeur 
approchée,  la  sous-tangente  qui  répond  à  cette  abscisse;  et  il  est  visible  (nie 
(-'extrémité  de  cette  sous-tangente  peut,  dans  plusieurs  cas,  tomber  plus 
loin  de  l'intersection  cherchée  de  la  courbe  avec  l'axe  ,  que  ne  le  fait 
l'abscisse  elle-même.  On  éviterait  cet  inconvénient  en  tirant  la  corde  de 
l'arc  dont  les  extrémités  répondent  aux  deux  abscisses  qui  sont  les  limites 
de  la  racine  ;  car  cette  corde  traversant  l'axe  dans  l'intervalle  des  limites  , 
donnerait  un  point  nécessairement  plus  voisin  de  l'intersection  de  la  courbe, 
et  l'on  serait  sûr  d'approcher. 

La  méthode  d'approximation  que  Daniel  Bcrnoiilli  a  tirée  des  séries 
récurrentes  ,  est  sujette  aux  mêmes  défauts.  Elle  ne  s'applique  qu'à  la  re- 
cherche de  la  plus  petite  ou  de  la  plus  grande  racine;  et  lorsqu'il  y  a  des 
racines  imaginaires ,  il  faut  aussi  que  la  racine  soit  dans  de  certaines  li- 
mites par  rapport  aux  produits  réels  des  racines  imaginaires  conjuguées. 
On  pourrait  également  l'appliquer,  par  une  transformation  de  la  proposée, 
à  la  recherche  de  l'une  quelconque  des  racines  réelles.  Mais  il  faudrait 
connaître  d'avance  une  valeur  qui  fût  approchée  de  celte  racine  au  moins 
jusqu'à  un  certain  point  déterminé.  Or  ces  premières  limites  ne  peuvent 
s'obtenir,  comme  on  l'a  dit  ,  que  par  les  méthodes  données  dans  cet  écrit; 
et  ces  valeurs  une  fois  connues,  il  est  bien  plus  exact  d'employer  la  mé- 
thode des  fractions  continues  pour  approeber  rapidement  de  la  vraie  valeur 
des  racines.  Au  reste,  cette  méthode  ,  déduite  de  la  considération  des  séries 
récurrentes,  revient  à  celle  de  Newton  ,  comme  on  h'  voit  dans  la  Note  XI. 
M.  /.arrange  y  réduit  en  formule  générale  le  résultat  des  substitutions 
successives  indiquées  par  celte  règle.  Il  déduit  facilement  de  son  élégante 
analyse,  le  rapprochement  des  méthodes  précédentes,  et  la  formule  HEuler 
pour  le  développement  en  série  de  la  racine  d'une  équation  quelconque, 
et  celle  de  Newton  pour  le  retour  des  suites,  avec  la  loi  des  termes  et 
le  moyen  de  continuer  la  série  aussi  loin  (paon  peut  le  désirer;  enfin  la 
démonstration  de  cette  formule  (mil  a  donnée  le  premier ,  en  1768,  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  et  qui  est  aussi  remarquable  par 
son  élégance  que  par  sa  généralité.  Cette  Note,  qui  est  un  des  plus  Leaux 
morceaux  d  analyse  ,  est  terminée  par  l'extension  de  la  règle  de  Newton 
à  la  résolution  simultanée  de  plusieurs  équations  où  l'on  connaît  déjà  les 
valeurs  approchées  des  diverses  inconnues.  Thomas  Simpson  avait  indiqué 
ce  procédé  ;  mais  l'auteur  développe  les  inconnues  en  séries  générales  dont 
il    montre  la   loi,  ce  que  Simpson   n'avait  point  tait. 
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Quant  à  la  méthode  de  Fontaine,  sur  laquelle  à"Alembert  et  Condorcet 
s'étaient  contentés  de  jeter  quelques  doutes  ,  on  la  trouve  très  nettement 
discutée  dans  la  Note  VII.  M.  Lagrange  y  prouve  d'abord  l'équivoque  des 
caractères  établis  par  l'auteur  pour  reconnaître  ,  au  moyen  des  coefficiens 
de  l'équation  ,  le  système  particulier  de  racines  qui  lui  doit  correspondre. 
Ces  caractères  conviennent  quelquefois  à  plusieurs  systèmes,  et  par  con- 
quent  ne  distinguent  pas  toujours,  de  tous  les  autres,' le  système  unique 
dont  il  s'agit  ;  de  sorte  qu'on  ne  peut  assurer  par-là  ,  ni  le  nombre  ,  ni  la 
qualité  des  différentes  racines.  Mais  la  méthode  est  encore  en  défaut  dans 
la  seconde  partie  de  la  recherche  :  on  y  suppose  que,  par  la  substitution 
des  nombres  entiers  au  lieu  de  l'inconnue  ,  les  équations  que  l'on  consi- 
dère présenteront  des  résultats  de  signes  contraires  ;  et  cela  n'a  lieu  ,  comme 
on  sait,  que  pour  celles  où  le  plus  petit  intervalle  des  racines  serait  supé- 
rieur à  l'unité.  Aussi  M.  Lagrange  n'examine-t-il  cette  méthode,  dont  on 
ue  fait  point  usage,  mais  dont  l'idée  est  très  fine,  que  pour  ne  rien  laisser 
à  désirer  sur  la  matière  des  équations.  Comme  il  n'y  a  ,  dans  toute  l'Ana- 
lyse, aucun  point  remarquable  où  ce  géomètre  n'ait  porté  son  esprit,  et 
qu'il  n'ait,  pour  ainsi  dire,  regardé  de  très  près,  on  est  sûr  de  trouver 
dans  ses  ouvrages  ,  en  même  temps  que  ses  propres  découvertes  ,  tout  ce 
qui  a  été  pensé  de  plus  profond  ou  de  plus  ingénieux  par  ses  prédéces- 
seurs- et,  ce  qui  est  bien  digne  de  remarque,  tout  y  parait  suivre  uni- 
formément des  mêmes  principes,  comme  si  l'auteur  en  développait  les  plus 
simples  corollaires. 

Mais  on  a  un  exemple  plus  frappant  de  ce  talent  de  simplifier  et  d'étendre 
à  la  fois  les  doctrines ,  dans  le  problème  si  fameux  de  la  résolution  générale 
des  équations.  Tout  consiste,  comme  on  l'a  dit,  à  trouver  une  formule  com- 
posée des  coefficiens  littéraux  de  la  j>roposée  et  qui  la  rende  satisfaite  d'une 
manière  tout-à-fait  identique.  La  première  idée  qui  s'offrit  aux  géomètres, 
fut  de  chercher  immédiatement  quelque  artifice  par  lequel  on  pût  mettre 
1  inconnue  toute  seule  dans  un  membre  de  1  équation  ,  et  tous  les  coefficiens 
donnés  dans  l'autre.  On  imagina  ensuite  de  chercher  des  transformations  de 
l'inconnue  qui  rendissent  l'équation  semblable  à  une  autre  que  l'on  pût  ré- 
soudre ou  décomposer.  C'est  à  ces  premières  vues  très  naturelles,  mais  point 
encore  éclairées  par  la  théorie  profonde  des  équations,  qu'on  doit  rapporter 
les  solutions  de  Cardan  et  de  Tartalea,  pour  le  3*  et  le  4'  degrés  ;  la  méthode 
de  Descartes  pour  décomposer  l'équation  du  4%  on  deux  autres  du  second: 
celle  de  Tschirnails,  pour  réduire  la  proposée  aux  deux  termes  extrêmes  par 
l'évanouissement  des  termes  intermédiaires;  celle  di'JEuler,  qui  consiste  à  fein- 
dre d'avance  la  forme  de  l'expression  générale  de  la  racine,  et  à  chercher 
ensuite  ce  qu'il  faut  mettre-  sous  les  radicaux  qu'on  y  suppose  ;  enfin  celle  de 
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Bezout,  l'ondée  sur  un  principe  semblable,  niais  où  l'on  commence  à  obser- 
ver les  degrés  des  Réduites,  et  n  indiquer  la  loi  de  leur  élévation  successive. 
Toutes  ces  méthodes  dépendent  de  l'exécution  actuelle  d'un  calcul  ,  et  Ton 
n'y  voit  point  qu'on  doive  arriver,  à  moins  qu'on  n'arrive  effectivement  : 
or  par  la  nature  du  problème,  la  longueur  des  calcul.-,  croit  avec  une  telle 
rapidité,  que  la  question  ne  peut  plus  être  aujourd'hui  de  chercher  la  foi- 
mule,  mais  simplement  de  prédire  la  suite  des  opérations  qui  y  conduirait 
à  coup  sûr.  Aucune  de  ces  méthodes  ne  peut  donc  satisfaire  1  esprit,  et  c  est 
à  des  idées  plus  hautes  sur  la  nature  des  équations  qu  il  faut  s  élever  à  pré- 
sent pour  découvrir  s'il  y  a  ou  non  une  roule  certaine  qui  lerait  parvenir  à 
leur  résolution  générale. 

t  andermorn'-:  al'aqua  le  problème  avec  beaucoup  de  justesse  et  de  profon- 
deur,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  îles  Sciences  pour   l'année    i  7 7  i .  Il 
considère  que  si  la  formule  était  trouvée,  et  qu'on  mit,  au  lieu  des  coeffîciens, 
leurs  valeurs  en  fonction  des  racines,  cette  formule  qui  doit  donner  égale- 
ment  chacune  d'elles,  devrait  pouvoir  présenter  indifféremment  ou  la  pre- 
mière, ou  la  seconde,  ou  l'une  quelconque  de  ces  racines ,  à  volonté.  D  après 
cette  idée,  prenant  plusieurs  lettres  qui  représentent  les   racines,  il   cherche 
à  en  composer  une  expression  qui,  par  l'équivoque  des  signes,  se  réduise  indif- 
féremment à  l'une  ou  à  l'autre,  comme  on  voudra.  Ees  formules  connues 
lui  donnèrent  sur-le-champ  ces  expressions  pour  les  quatre  premiers  degrés, 
et  par  analogie,  il  est  facile  d'en  trouver  pour  les  degrés  supérieurs.  Mais  la 
difficulté  reste  d'exprimer  ensuite  ces  fonctions  des  racines,  par  les  simples 
coeÛiciens  de  la  proposée,    ou  de  les  faire  dépendre  d'autres  équations  dont 
la  résolution  soit  connue.  Il  donae  là-dessus  des  formes  abrégées  de  calcul , 
qu'il  nomme  Types ,  et  au  moyen    desquels   il    peut    voir  plus   rapidement 
quelle  sera  l'issue  de  ces  longues  opérations.  Sa  méthode,  comme   toutes  les 
autres,  réussit  très  bien  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés;  mais 
pour  le  cinquième,  il  se  trouve  conduit  et  arrêté  à  une  équation  du  sixième 
degré  qu'il  faudrait   résoudre.  Quant  à  l'équation  générale  de  ce  dernier 
degré,  il  trouve  qu'on  arrivera  à  une  réduite  finale  ou  du  quinzième,  ou  du 
dixième,  suivant  la  route  qu'on  voudra  choisir:  car  pour  les  degrés  com- 
posés, on  peut  former  avec  les  racines  plusieurs  expressions  équivoques,  qui 
aieni  également  la  propriété  d'offrir  indifféremment  chacune  d'elles;  et  il  y 
a    un   choix  à  faire  pour  la   moindre  élévation   du   degré  de  la  réduite.  C  est 
une  remarque  que  les  formules  du   ['  degré  auront  naturellement   présentée 
à  V andcrinonde.   Par  certaines  méthodes,  on    n'y  trouve  poiDl    Je   radicaux 
pairs  plus  élevés  que  le  radical  carré;  par  d'autres,  on  y  trouve  dis  radicaux 
quatrièmes.    Toutefois  les  formules  doivent    être    identiques  et  le  sont  en 
effet,  parce  que  ces  radicaux   pairs  sont  réductibles  entre  eux.  .le  me  suis 
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un  peu  arrêté  sur  ce  Mémoire,  parte  qu'il  est  plein  de  choses.  L'auteur 
paraît  ne  point  douter  du  succès  de  sa  méthode  pour  la  résolution  des  équa- 
tions binômes.  Sans  indiquer  la  suite  des  opérations  qu'il  a  dû  faire,  il 
donne  la  formule  qui  résout  l'équation  binôme  du  11e  degré,  et  il  se 
trouve  que  ce  résultat,  à  peu  près  ignoré  jusqu'ici,  est  exact  à  un  change- 
ment de  signe  près ,  comme  M.  Lagrange  vient  de  le  vérilier  dans  la 
note  XIV  de  cet  ouvrage,  où  il  donne  la  résolution  générale  de  toute  cette 
classe  d'équations.  Ainsi  Vandermonde  est ,  suivant  M.  Lagrange  lui- 
même,  le  premier  qui  ait  franchi  les  limites  où  la  résolution  des  équations 
binômes  se  trouvait  resserrée. 

A  peu  près  dans  le  même  temps,  M.  Lagrange  parcourant  les  principales 
méthodes  trouvées  jusque-là  sur  la  résolution  générale  des  équations , 
les  rappelait  à  un  même  principe,  et  formait  cette  théorie  lumineuse  où 
l'on  voit  sans  calcul  les  degrés  où  doivent  monter  les  réduites,  et  la  rai- 
son de  leur  abaissement  au-dessous  de  la  proposée  dans  les  quatre  premiers 
degrés.  Voici  l'idée  générale  de  ce  beau  travail  que  l'auteur  a  donné  dans 
les  Mémoires  de  Berlin,  pour  177001  1771?  et  dont  le  précis  fait  l'objet  de 
la  Note  XIII  de  cet  ouvrage. 

Quelles  que  soient  ces  équations  d'où  l'on  ferait  dépendre  la  résolution  de 
la  proposée ,  et  qu'on  nomme  ainsi  les  réduites,  leurs  coefficiens  seront  fonc- 
tions des  coefficiens  de  cette  proposée,  et  par  conséquent  leurs  racines,  fonc- 
tions de  ses  racines.  Toute  réduite  s'élèvera  doue  toujours  à  un  degré  mar. 
que  par  le  nombre  de  valeurs  que  peut  avoir  la  fonction  des  racines  que  l'on  y 
considère.  Or,  cette  fonction  eu  général  aura  autant  de  valeurs  qu'on  y  pourra 
faire  de  permutations  entre  les  racines  qui  y  sont  contenues.  Si  donc  elle  en  a 
moins,  cela  ne  pourra  provenir  que  de  la  nature  particulière  de  la  fonction 
qui  sera  telle,  que  plusieurs  permutations  entre  les  racines  n'y  apporteront 
aucun  changement.  D'après  ces  principes,  il  est  bien  facile  à  l'auteur  de 
rapprocher  toutes  les  méthodes  des  géomètres.  Car,  en  mettant  sous  leurs 
formules,  à  la  place  des  coefficiens,  leurs  valeurs  parles  racines,  il  découvre 
les  fonctions  particulières  qu'ils  cherchaient,  pour  ainsi  dire,  à  leur  insu  ; 
et  il  arrive  que  toutes  ces  fonctions  reviennent  à  la  même ,  malgré  l'ap- 
parente diversité  de  leurs  calculs  et  de  leurs  méthodes.  Il  voit  en  même  temps 
pourquoi  leurs  réduites,  dans  les  quatre  premiers  degrés ,  s'abaissent  au- 
dessous  de  1  équation  et  la  résolvent;  et,  se  trouvant  à  même  de  pré- 
voir le  succès  de  calculs  impraticables  pour  le  cinquième  degré,  il 
montre  que  la  réduite,  qui  est  naturellement  du  isy«  degré,  descendu 
d'abord  au  'j*;  que  cette  équation  nouvelle  se  partagera  en  six  autres 
du  i'  degré,  dont  les  coefficiens  dépendront  ainsi  d'une  équation  finale 
du  6'    degré,   qu'il     agirait   d'abaisser  encore,  mais  qui  a   résisté  jusqu'ici 
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:>    loi;';   les  efforts  des    géomètres.    Il    trouve   de   même    l'abaissement  des 
réduites    au    i5c   ou    au    10e    degré,    pour    la    résolution    générale    du  <>' 
on    voit   l'accord    de   ces   résultats  avec    ceux    que  /  andermonde  obtenait 
'Jans    le   même    temps   par   le    moyen    de    ses    formes    ou    types     de    calcul 
qu'il    avait    imaginés.    Mais    la    théorie   <le    M.    Lagrange    est    bien    plus 
claire,    et   l'on  y   prévoit    avec  une  égale    facilité   les    résultats  qu'on    peul 
espérer    pour  la  résolution    de    tous  les   degrés  supérieurs.    De  plus,    1  au- 
teur en   lire  une   méthode   simple  et    uniforme    pour    résoudre    les   équa- 
tions.   Car    il    est    clair     actuellement    (pm    le    problème    peut    revenir   à 
.elui-ci  :    trouver    des    fonctions     des    racines    qui    soient    telles     d'abord 
qu'on    en    puisse  aisément  dégager  ces  racines,  et  en  second  lieu,    qui    ne 
dépendent    que  d'équations    inférieures  à   la    proposée  .  dont  les  coellicicns 
soient  connus,  ou    dépendent    eux-mêmes    d'équations  aussi    inférieures  à 
cette    proposée.    M.   Lagrange   choisit  une    fonction   linéaire   des   racines: 
l'équation  qui   la  donnerait,   et  qu'on  peut  actuellement  construire,   s'élè- 
verait au   degré  marqué  par  le  nombre  des    permutations    qu'on    pourrait 
faire  entre   toutes  ces  racines,   et,  passé  le    2e  degré,  serait    toujours  plus 
haute   que  la  proposée.    Mais   si    l'on    a   soin    de  prendre  ,  pour   les   coeffi- 
ciens   de   cette   fonction    linéaire,    les   racines    de    l'unité    du    même   degré 
que  l'équation,   ce  que   toutes  les   méthodes  indiquent  ,   la  réduite  s'abais- 
sera, comme   on  peut!  le  voir  à  priori,  parla  forme   même   <!e    la    fonction. 
Pour  en  donner   une   idée,    qu'il    s'agisse,    par    exemple,    de    résoudre 
l'équation    générale    du    5e   degré.  L'équation    résolvante    qui    donnera    la 
fonction  linéaire  de  ses  cinq  racines,  s'élèvera  au  degré  i.  ?..  3.  4-r>  ou  120, 
nombre  de  manières  dont  on  peut  permuter  cinq  choses   entre  elles.  Mais 
si  les    coellicicns  de  cette  fonction    sont  les  racines  cinquièmes    de  l'unité, 
on  observera  que  cette  fonction  multipliée  successivement  par  ces  5  racines  . 
fournira    5    fonctions     pareilles     où     les     racines    de    la    proposée     auront 
changé   de  place.  Cette  multiplication  équivaudrait  donc  à   5  permutations 
qu'on   ferait  entre  les  racines.   Donc,   si  la   fonction    simple  a   120  valeurs 
différentes,    sa    cinquième    puissance    n'en    aura    (pie    la     5e    partie    ou     ■>.$■ 
On    cherchera    donc  la   cinquième  puissance    'le  la    fonction  linéaire.    Mais 
ces    i\   valeurs    se  partageront  encore    en    six    groupes.   Car,    parla    nature 
des    racines  imaginaires  de   l'unité,   une   seule,    avec   ses  puissances  succes- 
sives, donne  toutes  les  autres;  une  autre , avec  ses  puissances  successives,  les 
donne  encore,  mais  rangées   dans  un  ordre   nouveau.  Or,   comme  il   y  a 
ici   quatre   'le  ces    racines,    la   même   fonction  où    l'on  emploierait  succes- 
sivement et  «le   la  même  manière  ces  quatre  racines,    répondrait    successi- 
vement à   quatre   de  ses  valeurs ,  comme  m   l'on  y  eût   permuté   quatre  lois 
les    racines    de    la     proposée.    Toute   expression   semblable  'le    ces  quatre 
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(onction?  ,  telles  que  leur  somme  ,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  , 
ou  trois  à  trois,  etc.,  n'aura  donc  que  le  quart  de  toutes  les  valeurs ,  ou 
simplement  six  valeurs  différentes.  La  fonction  pourra  donc  être  regardée 
comme  la  racine  d'une  équation  du  4e  degré  dont  les  coefficiens  seront 
donnés  par  une  équation  du  Gc  qui  sera  entièrement  connue.  On  ferait 
voir  par  les  mêmes  raisonnemens  que  la  résolvante  du  ^  degré  et  qui 
montera  au  degré  1 .  2.  3.4-5  .6.7  s'abaissera  au  degré  2. 3. 4-5;  et  ainsi 
de  suite  :  de  sorte  que  la  méthode  ,  pour  les  degrés  qui  sont  des  nom- 
bres premiers,  ne  fait  disparaître  que  les  difficultés  marquées  par  les 
deux  derniers  facteurs  dans  la  formule  qui  exprime  le  nombre  de  toutes  les 
permutations  possibles  ;  et  cette  réduction  ne  suffit  pas  pour  les  degrés 
supérieurs    au    3e. 

L'auteur  applique  également  sa  méthode  aux  équations  de  degrés  com- 
posés ;  et  par  la  nature  même  de  la  chose,  il  y  a  pour  ces  degrés  des 
simplifications  particulières  dans  la  marche  et  le  résultat  du  calcul.  Les 
réduites  s'y  abaissent  davantage;  mais,  au-delà  du  4e  degré,  elles  res- 
tent toujours  supérieures  à  la  proposée;  et  l'on  n'a  pu  y  voir  jusqu'ici 
aucune  réduction  ultérieure. 

Voilà  tout  ce  qu'on  sait  sur  la  résolution  générale  des  équations  où 
les  racines  sont  supposées  dans  une  parfaite  indépendance.  On  ignore 
entièrement  si  cette  résolution  est  possible,  et  s'il  ne  pourrait  pas  y 
avoir  des  formes  de  fonctions  où  l'on  épuiserait  plus  de  permutations 
que  dans    (elles  dont  nous   venons   de    parler. 

Mais,  lorsque  les  racines  sont  liées  par  quelque  relation  connue,    la  dif- 
ûculté   descend   toujours    à    celle  des  degrés  inférieurs.  Si  une  partie  des 
racines    est   traitée  d'une  certaine  manière,  on   pourra  sur-le-champ   déga- 
;it    le    polynôme   qui    les    renferme  ;   et  s'il  y  a  plusieurs   groupes  où   les 
racines    contenues    soient    semblablemcnt    traitées,    on    obtiendra    un   quel- 
conque   de   ces   groupes   par  une  équation    d'un    degré    marqué    par   leur 
nombre.    Quand    on   sait,    par  exemple,    que    les  racines  d'une    équation 
se    conjuguent    deux    à   deux,    de    manière!   que  leur   produit   l'ait    l'unité, 
cette    équation  ,    qu'on  nomme    réciproque,    se    partage    aisément    en    deux 
autres  de   degré  deux  t'ois  moindres;    et    de    même,  si   les   racines  se  con- 
juguaient trois  à  trois  par  quelque  relation  commune,   l'équation   se    par- 
tagerait  en  trois    autres;   et,    en    général,    la  difficulté    dune    équation    où 
les    racines    s'assemblent    en   groupes    semblables    se    réduit    aux    difficultés 
des   degrés    respectifs   marqué;     par    le    nombre    des    groupes,    et    par    le 
nombre   «le   racines  contenues    dans  chacun    d  eux. 

C'est   ce   qui  arrive   naturellement    aux   équations  binômes  d'un   degré 
composé.    Si    vous    considère/.,    par    exemple,     1  équation    binôme    du    i5c 
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é,  elle  a  i5  racines;  mais,  parmi  ces  racines,  il  y  ou  a  trois  dont 
les  cubes  sont  égaux,  trois  autres  dont  les  cubes  sont  égaux,  etc.;  donc 
si,  au  Heu  de  chercher  les  racines  simples,  vous  ne  cherchez  d'abord 
que  les  cubes  ,  vous  n'aurez  plus  que  cinq  valeurs.  Et  de  même  ,  si 
l'on  n'eût  cherché  que  les  cinquièmes  puissances .  on  n'aurait  eu  que 
trois  valeurs  différentes;  d'où  il  parait  manifeste  qu'une  équation  binôme 
d'un  degré  composé  se  réduit  à  la  résolution  d'équations  semblables  de 
degrés  marqués  par  les  facteurs  du  degré  de  la  proposée. 

11  ne  reste  donc  qu'à  résoudre  l'équation  binôme  d'un  degré  premier. 
Or,  en  étant  par  la  division  le  facteur  linéaire  qui  répond  à  la  racine 
réelle,  on  obtient  une  équation  réciproque  de  degré  pair,  laquelle  se 
dédouble  comme  on  l'a  dit,  et  n'a  plus  tpic  la  dilliculté  d'un  degré 
deux  fois  moindre. 

On  n'avait  pas  été  plus  loin  dans  la  réduction  des  équations  binômes, 
lorsque  M.  Gauss  démontra  que  cette  équation  réciproque  pouvait  se 
résoudre  à  l'aide  d'autant  d'équations  particulières  qu'il  y  a  de  facteurs 
dans  son  degré,  et  dont  les  degrés  sont  exprimés  par  ces  mêmes  fac- 
teurs. Ainsi  l'équation  binôme  du  i3c  degré  donne,  en  séparant  le  fac- 
teur réel,  une  équation  réciproque  du  ia1'  degré  qui  ne  demande  plus 
que  la  résolution  de  trois  équations  des  degrés  respectifs  ?.,  2  ei  3  qui 
sont  les  facteurs  premiers  de  12.  L  équation  binôme  du  19e  degré 
n'exige  de  même  que  la  résolution  de  trois  équations  des  degrés  2,3,3: 
et  ainsi  de  suite.  Sans  entrer  ici  dans  le  détail  dc>  propriétés  de  nombres 
qui  ont  conduit  M.  Gauss  à  cette  réduction  nouvelle,  nous  ferons  ob- 
server qu'elle  tient  essentiellement  à  ce  que  les  racines  se  conjuguent 
non-seulement  Aw.\  à  deux  ,  comme  on  le  savait  depuis  long-temps, 
mais  se  groupent  encore  J  à  3,  5  à  5,  etc.;  si  3  et  5 ,  etc.,  sont  encore 
facteurs  du  nombre  de  ces  racines.  C'est  et'  qu'on  pourra  reconnaître 
sur  des  exemples,  avec  un  peu  d'attention.  Ainsi,  l'on  verra  sans  peine 
que  les  douze  racines  imaginaires  de  l'équation  binôme  du  i3*  degré  se 
partagent  en  quatre  groupes  de  trois  racines,  telles,  dans  chacun  d'eux, 
qu'en  mettant  1  une  à  la  place  de  l'autre,  ces  trois  racines  ne  se  séparent 
pas;  et  par  conséquent,  si  l'on  éebauge  les  racines  d'un  groupe  à  l'autre, 
les  groupes  ne  feront  qui:  changer  de  place  en  conservant  toujours 
leurs  mêmes  racines.  Ensuite  on  verra  que,  parmi  ces  quatre  groupes , 
il  y  en  a  deux  qui  sont  tels  que,  toul  échange  qui  lait  passer  l'un  à 
la  place  de  l'autre,  ramène  celui-ci  à  la  place  du  premier;  ainsi,  les 
deux  autres  groupes  sont  dans  le  même  cas.  Si  donc  vous  demandez  à 
l'équation  du  r2*  degré,  le  diviseur  du  3*  qui  rassemblerait  lis  m  i3 
racines    d'un    groupe,    vous  aurez    les  coeiHcicns    de   ce  diviseur    par   une 
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équation  du  4'  degré;  et  si  vous  cherchez  à  celle-ci  le  diviseur  du  se- 
cond  (jui  a  ses  racines  correspondantes  aux  deux  groupes  conjugués, 
vous  aurez  ses  coefficiens  par  une  équation  du  2e  degré;  de  sorte  que 
la  proposée  sera  résolue  par  des  équations  auxiliaires  du  2e  et  du  3e 
degré;  et  ainsi  des  autres.  Quant  à  ces  équations  auxiliaires,  elles  n'ont 
elles-mêmes  que  la  difficulté  des  équations  hinomes  du  même  degré.  On 
peut  vi, ir  là-dessus  les  disquisitiones  arithmeticœ,  aux  endroits  cités  par 
\l    Lagrange,  dans  la  Note  XIV  de  ce  Traité. 

Mais,  par  l'analyse  quil  vient  de  nous  donner  dans  cette  Note  nou- 
velle,  on  voit,  avec  la  dernière  évidence,  la  réduction  immédiate  de 
l'équation  réciproque  proposée  à  une  équation  binôme  du  même  degré 
(pli  est  déjà  censée  résolue  ;  de  sorte  que  sa  méthode  rend  superflue 
cette  c  modération  des  équations  auxiliaires,  et  fait  disparaître  les  ambiguités 
que  l'on  rencontre  dans  le  procédé  de  M.  (jau.ss,  pour  distinguer  à  cha- 
îne instant  la  racine  particulière  qu'on  a  dessein  de  dégager  dans  toute 
1,1    suite  du  calcul. 

Pour   mieux  expliquer  cette  Analyse,  qui  n'est  autre  chose  qu'une   ap- 
plication   particulière   de   la   méthode  générale   exposée  dans   la  Note   pré- 
cédente,  je   prendrai  l'exemple   de  l'équation   binôme  du   onzième   degré: 
le   discours  eu    sera  plus  facile,   et    le    raisonnement  ne  perdra    rien    de   s 
généralité. 

En  séparant  donc  la  racine  réelle,  on  a  une  équation  réciproque  du 
io'  degré  qu'il  s'agit  de  résoudre.  Or,  on  sait  d'abord  que  les  racines 
de  cette  équation  ont  cette  singulière  propriété ,  qu'une  seule  d'entre  elles 
élevée  successivement  aux  puissances  i,  2,  3,  4?  5,  etc.,  donne  toutes  les 
uitres  (  *  )  ;  et  si  l'on  continuait  d'élever  à  des  puissances  plus  hautes 
•  > i ■  les  venait  reparaître  périodiquement  dans  le  même  ordre,  à  1  infini . 
en  trouvant  l'unité  à  chaque  puissance  qui  serait  un  multiple  de  onze. 
Celte  propriété  nous  permet  donc  d'écrire  toutes  nos  racines  avec  une 
seule  lettre  affectée  de  différens  exposans.  .Mais,  au  lieu  de  ranger  ces 
exposans  en  progression  arithmétique.  M.  ('•auss ,  d'après  le  théorème 
li  Fermât  sur  les  résidus  des  puissances ,  eut  l'heureuse  idée  de  les  ran- 
ger en  progression  géométrique,  en  prenant  pour  base  un  de  ces  nom- 
bres .  qu  Euler  nomme  racines  primitives  ,  et  qui  sont  tels  que  leur* 
puissances  successives,  divisées  par   le  nombre  premier  dont  il  s'agit,   qui 

(*)  ffaring  attribue  ce  théorème  à  M  Tsaçrangc;  ce  qu'il  y  a  de  remarquable,  c'est  que  Mander 
monde  ne  le  connaissait  point  en  1771  :  il  représente  encore  lc6  diverses  racines  de  l'unité  pu  ,i<  . 
leitros  différemment  accentuées,   tandis  qu'il  pouvait  1rs  représenter  par  une  même  lettre  avec  <lif 

Ic'rens  exposons  .  et  voir  sans  calcul  toutes  les  réduction»    qu'il   effectue  si   laborieusement  dans    s  m 
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est  ici  onze,  laissent  des  résidus  successifs  tous  dillérens  .  de  cette  ma- 
nière on  a  encore  les  dix  mêmes  racines  que  si  l'on  eut  pris  lis  expo- 
sais t,  2,  3,  4>  etc.,  mais  dans  un  ordre  nouveau,  ce  qui  est  indiffé- 
rent. Or  à  présent  ,  on  peut  voir  que  cette  disposition  des  racines  est 
telle  que,  si  l'on  veut  mettre  une  d'entre  elles  à  la  place  d'une  autre, 
et  que,  par  ce  changement,  une  des  racines  s'avance  d'une,  de  deux,  de 
trois  ou  de  quatre  places,  etc.,  toutes  les  autres  s'avanceront  en  même 
temps  d'une,  de  deux,  de  trois  ou  de  quatre  places,  etc.;  de  sorte  que 
toutes  les  permutations  possibles  que  vous  voudriez  faire  entre  ces  dix 
raciues  ,  par  le  transport  de  l'une  à  la  place  d'une  autre,  se  réduiront 
uniquement  aux  dix  permutations  que  vous  obtenez  en  lisant  de  suite 
vos  racines,  d'abord  à  partir  de  la  première,  puis  de  la  deuxième,  pins 
de  la  troisième,  etc.,  enfin  de  la  dixième,  exactement  comme  si  elles 
étaient  écrites  en  cercle.  Cela  posé,  si,  en  suivant  la  méthode  générale 
de  la  Note  XIII,  vous  prenez  une  fonction  linéaire  de  vos  dix  racines, 
et  que  vous  mettiez  pour  cociliciens  les  dix  raciues  dixièmes  de  l'unité, 
en  plaçant  ces  racines  suivant  Tordre  naturel  des  puissances  d'une  seule, 
vous  observerez  qu'eu  multipliant  toute  cette  fonction  linéaire  par  la 
première  racine  dixième  de  L'unité,  vous  faites  avancer  dans  In  fonction 
toutes  vos  racines  cherchées  d'une  place;  si  vous  multipliez  par  la 
deuxième,  vous  les  faites  avancer  de  deux  places,  et  ainsi  de  suite.  Donc 
si  vous  élevez  tout  d'un  coup  la  fonction  linéaire  à  la  dixième  puissance, 
vous  épuisez  les  dix  seules  permutations  différentes  dont  elle  était  sus 
eeptible,  et  par  conséquent  vous  n'y  trouvez  plus  qu'une  seule  valeur. 
quelque  échange  qu'on  y  fasse  entre  les  racines  contenues.  Vous  obtenez 
donc  cette  première  fonction  linéaire  en  remettant  le  radical  dixième 
sur  sa  dixième  puissance  qui  est  connue.  Vous  obtenez  de  même  une 
,1e  fonction  linéaire,  en  employant  une  autre  racine  dixième  de 
f  unité,  et  ainsi  de  suite  ;  et  de  ces  dix  fonctions  linéaires  vous  tirezsur- 
le-champ ,   sans   ambiguïté,   vos  dix  racines   inconnues. 

Telle  est  la  méthode  donnée  par  M.  Lagrange ,  comme  une  suite  na- 
turelle de  sa  méthode  générale.  On  y  profite  encore  des  simplifications 
qui  se  présentent  dans  la  résolution  des  équations  composées.  Ainsi .  au 
lieu  d'élever  la  fonction  linéaire  à  la  puissance  marquée  par  le  degré  de 
l'équation,  on  peut  n'élever  d'abord  qu'à  la  puissance  marquée  par  l'un 
des  facteurs  premiers  de  ce  degré,  et  ainsi  de  suite;  et  1  on  aura  le 
double  avantage  d'arriver  d'une  manière  plus  prompte  à  des  formules 
plus  simples.  Toutefois  ces  formules  seront  les  mêmes  eu  égard  à  la  na- 
ture des  radicaux,  parce  que  des  radicaux  d'un  degré  composé  se  ré- 
duisent a  ceux   des  degrés   respectifs  marqués  par  les  facteurs  premiers  de 
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ce  degré.  On  voit  donc  crac  ,  dans  la  formule  qui  résont  une  équation 
binôme  d'un  degré  quelconque  premier,  il  n'y  aura  pas  d'autres  radicaux 
que  ceux  qui  répondent  aux  facteurs  simples  de  ce  degré  premier  moins 
un.  Ainsi,  pour  l'équation  binôme  du  i~'  degré,  il  n'y  aura  que  des  ra- 
cines  carrées;  oit  pourra  donc  construire  la  formule  par  la  règle  et  le 
compas;  voilà  pourquoi  l'on  peut  inscrire  géométriquement  le  polygone 
régulier  de  dix-sept  côtés;  et  en  général,  tout  polygone  d'un  nombre  rie 
ciSté* .  égal  à  une  puissance  de  deux  plus  un,  et  en  même  temps  pre- 
mier. Car  ou  sait  que  la  résolution  de  l'équation  binôme  donne  la  di- 
vision du  cercle  en  parties  égales  :  réciproquement,  si  l'on  sait  diviser  le 
cercle  eu  parties  égales,  on  peut  résoudre  l'équation  binôme  d'un  degré 
marqué  par  le  nombre  de  ces  parties.  Aussi,  de  toutes  les  solutions  de 
cette  équation,  la  meilleure  dans  l'usage  est  celle  que  donnent  les  tables 
de  trigonométrie,  où  Ion  trouve  la  circonférence  divisée  en  un  nombre 
quelconque  de  parties,  avec  une  très  grande  exactitude.  Mais  il  n'en 
était  pas  moins  curieux  et  important  pour  l'Analyse,  d'examiner  et  du 
suivre  jusqu'au  bout  cette  résolution  algébrique  des  équations  binon 
qui  est  comme  la  clef  de  la  résolution  générale  des  équations  complètes  (*). 

(*)  Voyez  ce  que  nous  avons  écrit  depuis    suc    cette  matière,  dan»   le  XIV «  et  dernier  toluui* 
des  Mémoires  de  l'Institni  .  et  dans  le  tome  IV    des  Mi  moires  rie  l'Académie  des   Science» 
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J^ \  solution  de  tout  problème  déterminé  se  réduit,  en  der- 
nière analyse ,  à  la  résolution  d'une  ou  de  plusieurs  équations, 
dont  les  coefficiens  sont  donnés  en  nombres,  et  qu'on  peut 
appeler  équations  numériques.  Il  est  donc  important  d'avoir 
des  méthodes  pour  résoudre  complètement  ces  équations,  de 
quelque  degré  qu'elles  soient.  Celle  que  l'on  trouve  dans  le 
Recueil  des  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'an- 
née 1 7 <  «y  ,  est  la  seule  qui  offre  des  moyens  directs  et  sûrs  de 
découvrir  toutes  les  racines  tant  réelles  qu  imaginaires  d'une 
équation  numérique  donnée,  et  d'approcher  le  plus  rapide- 
ment et  aussi  près  que  l'on  veut  de  chacune  de  ces  racines. 
On  a  réuni  dans  le  présent  Traité  le  Mémoire  qui  contient 
cette  méthode,  et  les  Additions  qui  ont  paru  dans  le  volume 
des  Mémoires  de  la  même  Académie,  pour  Tannée  1768. 
Et  pour  rendre  ce  Traité  plus  intéressant,  on  y  a  joint  plu- 
sieurs Notes,  dont  les  deux  dernières  paraissent  pour  la  pre- 
mière fois  dans  cette  nom  elle  Édition.  Ces  Notes  contiennent 
des  recherches  sur  les  principaux  points  de  la  théorie  des 
équations  algébriques. 

11  faut  bien  distinguer  la  résolution  des  équations  numé- 
riques de  ce  qu'on  appelle  en  Algèbre  la  résolution  générale 
des  équations.  La  première  est,  à  proprement  parler ,  une 
opération  arithmétique,  fondée  à  la  \érité  sur  les  principes 
généraux  de  la  théorie  des  équations,  mais  dont  les  résultats 
ne  sont  que  des  nombres,  où  l'on  ne  reconnaît  plus  les  pre- 
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miers  nombres  qui  ont  servi  d'élémens,  el  qui  ne  conservent 
aucune  trace  des  différentes  opérations  particulières  qui  les 
uni  produits.  L'extraction  des  racines  carrées  et  cubiques 
est  l'opération  la  plus  simple  de  ce  genre;  c'est  la  résolution 
des  équations  numériques  du  second  el  du  troisième  degré, 
dans  lesquelles  tous  les  termes  intermédiaires  manquent. 
Aussi  conviendrait-il  de  donner  dans  l'Arithmétique  les  rè- 
gles de  la  résolution  des  équations  numériques  ,  sauf  à  ren- 
voyer à  l'Algèbre  la  démonstration  de  celles  qui  dépendent 
de  la  théorie  générale  des  équations. 

Newton  a  appelé  l'Algèbre  Arithmétique  universelle.  Ci  t< 
dénomination  est  exacte  à  quelques  égards:  mais  elle  ne  fait 
pas  assez,  connaître  la  véritable  différence  qui  se  trouve  entre 
l'Arithmétique  et  l'Algèbre.  Le  caractère  essentiel  de  celle-ci 
consiste  en  ce  que  les  résultats  de  ses  opérations  ne  donnent 
pas  les  valeurs  individuelles  des  quantités  qu'on  cherche. 
comme  ceux  des  opérations  arithmétiques  ou  des  construc- 
tions géométriques,  mais  représentent  seulement  les  opéra- 
tions, soit  arithmétiques  ou  géométriques  qu'il  faudra  faire 
sui-  les  premières  quantités  données  pour  obtenir  les  valeurs 
cherchées;  je  dis  arithmétiques  ou  géométriques,  car  on 
connaît  depuis  Vicie  les  constructions  géométriques  par  les- 
quelles on  peut  faire  sur  les  lignes  les  mêmes  opérations  que 
l'on  fait  en  Arithmétique  sur  les  nombres. 

L'Algèbre  plane  pour  ainsi  dire  également  sur  l'Arithmé- 
tique et  sur  la  Géométrie;  son  objet  n'esl  pas  de  trouver  les 
valeurs  mêmes  des  quantités  cherchées,  mais  le  système 
d  opérations  à  faire  sur  les  quantités  données  pour  en  déduire 
les  valeurs  des  quantités  qu'on  cherche,  d'après  les  condi- 
tions du  problème.  Le  tableau  de  ces  opérations  représentées 
par  les  caractères  algébriques,  est  ce  qu'on  nomme  en  Algèbre 
une  formule:  el  lorsqu'une  quantité  dépend  d'autres  quan- 
tités, de  manière  qu'elle  peut  être  exprimée  parune  formule 
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(fui  contient  ces  quantités ,  on  dit  alors  qu  elle  est  une  fonc- 
tion de  ces  mêmes  quantités. 

L'Algèbre,  prise  dans  le  sens  le  plus  étendu,  est  l'art  de 
déterminer  les  inconnues  par  des  fonctions  des  quantités 
connues,  ou  qu'on  regarde  comme  connues;  et  la  résolution 
générale  des  équations  consiste  à  trouver  pour  toutes  les 
équations  d'un  même  degré,  les  fonctions  des  coefficiens  de 
ces  équations  (|iii  peuvent  en  représenter  toutes  les  racines. 

On  n'a  pu  jusqu'à  présent  trouver  ces  fonctions  que  pour 
les  équations  du  second  ,  du  troisième  et  du  quatrième 
degré:  niais  quoique  ces  fonctions  exprimenl  généralement 
tontes  les  racines  des  ('([nations  de  ces  mêmes  degrés  ,  elles 
se  présentent  néanmoins  ,  dès  le  troisième  degré,  sous  une 
forme  telle  qu'il  est  impossible  d'en  tirer  les  valeurs  numé- 
riques des  racines  par  la  simple  substitution  de  celles  des 
coefficiens,  dans  les  cas  mêmes  où  toutes  les  racines  sont 
ttiellement  réelles;  c'est  cette  difficulté  que  les  Ana- 
lystes désignent  par  le  nom  de  cas  irréductible;  elle  aurait 
lieu  à  plus  forte  raison  dans  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs ,  s'il  était  possible  de  les  résoudre  par  des  formules 
générales. 

Heureusement  on  a  trouve  le  moyen  de  la  vaincre  dans  le 
troisième  et  le  quatrième  degré  ,  par  la  considération  de 
la  trisection  des  angles  .  et  par  le  secours  des  tables  trigo- 
nométriques ;  mais  ce  moyen,  qui  dépend  de  la  division 
des  angles,  n'est  applicable  dans  les  degrés  plus  élevés  qu'à 
une  classe  d'équations  très  limitée  ;  et  l'on  peut  assurer 
d'avance  que  quand  même  on  parviendrait  à  résoudre  gé- 
néralement le  cinquième  degré  et  les  suivans,  on  n'aurait  par 
là  que  des  formules  algébriques ,  précieuses  en  elles-mêmes, 
mais  très  peu  utiles  pour  la  résolution  effective  et  numérique 
des  équations  des  mêmes  degrés,  et  qui,  par  conséquent,  ne 
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dispenseraient  pas  (lavoir  recours  aux  méthodes  arithméti- 
ques qui  sont  l'objet  de  ce  Traité. 

Vicie  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  la  résolution  des 
équations  numériques  <1  un  degré  quelconque.  11  fait  voir, 
•la  ns  le  Traité  de  numéros  a  potes  tatum  adfectarum  resolu- 
tione,  comment  on  peut  résoudre  plusieurs  équations  de  ce 
genre  par  des  opérations  analogues  à  celles  qui  servent  à  ex- 
traire les  racines  des  nombres. 

Harriot,  Ougtredj  Pell,  etc.  ,  ont  cherché  à  faciliter  la 
pratique  de  cette  méthode,  eu  donnant  des  règles  particu- 
lières pour  diminuer  les  tâtonnemens,  suivant  les  différens 
cas  qui  ont  lieu  dans  les  équations  relativement  aux  signes 
de  leurs  termes.  Mais  la  multitude  des  opérations  qu'elle 
demande,  et  l'incertitude  du  succès  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  l'ont  fait  abandonner  entièrement. 

En  effet,  il  est  aisé  de  se  convaincre  qu'elle  ne  peut 
réussir  d'une  manière  certaine,  que  pour  les  équations  dont 
tous  les  termes  ont  le  même  signe,  à  l'exception  du  dernier 
tout  connu;  car  alors  ce  terme  devant  être  égal  à  la  somme 
de  tous  les  autres,  on  peut,  par  des  tàtonuemens  limités 
et  régies,  trouver  successivement  tous  les  chiffres  de  la 
valeur  de  l'inconnue,  jusqu'au  degré  de  précision  qu'on 
aura  fixé.  Dans  tous  les  autres  cas,  les  tàtonuemens  devien- 
dront plus  ou  moins  incertains,  à  cause  des  termes  sous- 
h  actifs. 

Il  faudrait  donc  ,  pour  l'emploi  de  cette  méthode  ,   qu'on 

pût    par    une    préparation    préliminaire,   réduire    toutes    les 

iquations  à  cette   forme.     IVous   prouverons,   i\i<u^   une   des 

Notes  (*),  que  cette  réduction  est  toujours  possible;  pourvu 

qu'on  ail  deux  limites  d'une  racine ,  l'une  en  plus ,  l'autre  en 


i      cz  la  Note  XII. 
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moins,  et  qui  soient  telles  que  toutes  Les  autres  racines  ,  ainsi 
que  les  parties  réelles  des  racines  imaginaires,  s'il  y  en  a  . 
tombent  hors  de  ces  limites.  Mais  la  diiliculté  de  troi 
limites  est  elle-même  aussi  grande,  et  peut  être  quelquefois 
plus  grande  que  celle  de  résoudre  l'équation. 

A  la  méthode  de  Viete  a  succédé  celle  de  Newton,  qui 
n'est  proprement  qu'une  méthode  d'approximation,  puis- 
qu'elle suppose  que  l'on  ait  déjà  la  valeur  de  la  racine  qi 
cherche,  à  une  quantité  près  moindre  que  sa  dixième  partie: 
alors  on  substitue  celle  valeur  plus  une  nouvelle  inconnu*' 
à  l'inconnue  de  l'équation  proposée  ,  et  1  on  a  une  seconde 
équation  dont  la  racine  esl  ce  qui  reste  à  ajouter  à  la  pre- 
mière valeur  pour  avoir  la  valeur  exacte  de  la  racine  cher- 
chée 5  mais,  à  cause  de  la  petitesse  supposée  de  ce  reste 
néglige, dans  la  nouvelle  équation,  le  carré  el  les  puissances 
plus  hautes  de  l'inconnue  ;  et  l'équation  étant  ainsi  rabaissée 
au  premier  degré,  on  a  sur-le-champ  la  valeur  de  l'inconnue. 
Cette  valeur  ne  sera  encore  qu'approchée;  mais  on  pourra 
s'en  servir  pour  en  trouver  une  autre  plus  exacte  ,  en  fai- 
sant sur  la  seconde  équation  la  même  opération  que  sur  la 
première,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  on  trouve 
à  chaque  opération  une  nouvelle  quantité  à  ajouter  ou  à  re- 
trancher de  la  valeur  déjà  trouvée,  et  on  a  la  racine  d'autant 
plus  exacte,  qu'on  pousse  Je  calcul  plus  loin. 

Telle  est  la  méthode  que  l'on  emploie  communément  pour 
1  ésoudre  les  équations  numériques;  mais  elle  ne  sert,  comme 
l'on  voit,  que  pour  celles  qui  sont  déjà  à  peu  près  résolues. 
De  plus,  elle  n'est  pas  toujours  sûre;  car  en  négligeant  à 
chaque  opération  des  termes  dont  on  ne  connaît  pas  la  valeui . 
il  est  impossible  de  juger  du  degré  d'exactitude  de  chaque 
nouvelle  correction;  et  il  peut  arriver,  dans  les  équations 
qui  ont  des  racines  presque  ('gales ,  que  la  série  soit  très  peu 
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convergente ,  ou  qu'elle  devienne  même  divergente  après 
avoir  été  convergente  (*).  Enlin  ,  elle  a  encore  L'inconvénient 
de  ne  donner  que  des  valeurs  approchées  des  racines  mêmes 
qui  peuvent  être  exprimées  exactement  en  nombres,  et  de 
laisser  par  conséquent  en  doute  si  elles  sont  commensurables 
ou  non. 

Le  problème  qu'on  doit  se  proposer  dans  cette  partie  de 
l'Analyse,  est  celui-ci  :  Etant  donnée  une  équation  numé- 
rique  sans  aucune  notion  préalable  de  la  grandeur  ni  de 
l'espèce  de  ses  racines ,  trouver  la  videur  numérique  exacte, 
s'il  est  possible ,  ou  aussi  approchée  <pi  on  voudra  de  chacune 
de  ses  racines.  Ce  problème  n'avait  pas  encore  été  résolu;  il 
fait  l'objet  des  recherches  suivantes. 

Depuis  la  première  édition  de  cet  ouvrage  (**)  ,  il  a  pain 
différentes  méthodes  pour  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques ;  mais  la  solution  rigoureuse  du  problème  dont 
il  s'agit,  est  restée  au  même  point  où  je  l'avais  portée;  et 
jusqu'ici  on  n'a  rien  trouvé  qui  puisse  dispenser  dans  tous 
les  cas  de  la  recherche  dune  limite  moindre  que  la  plus 
petite  différence  entre  les  racines,  ou  tjiii  soit  préférable 
aux  moyens  donnés  dans  la  Note  IV,  pour  faciliter  cette 
recherche. 

"  )   \  oyez  la   V<>tc   \  . 
r)  En   i7! 
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Méthode  pour  trouver,  dans  une  équation  numérique  quel- 
conque, la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  chacune 
de  ses  racines  réelles. 


i .  Théorème  I.  01  l'on  a  une  équation  quelconque  ,  et  que  l'on 
connaisse  deux  nombres  tels  qu'étant  substitués  successivement  à  la 
place  de  l'inconnue  de  cette  équation  ,  ils  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires,  l'équation  aura  nécessairement  au  moins  une  racine 
réelle  dont  la  valeur  sera  entre  ces  deux  nombres. 

Ce  tbéorème  est  connu  depuis  long-temps,  et  l'on  a  coutume  de  le 
démontrer  par  la  théorie  des  lignes  courbes  :  mais  on  peut  aussi  le  dé- 
montrer directement  par  la  tbéorie  des  équations,  en  cette  sorte.  Soit 
x  l'inconnue  de  l'équation,  et  a,  /3,  y,  etc.,  ses  racines,  l'équation 
se  réduira  ,  comme  l'on  sait ,  à  cette  forme 

(x  —  <t)(x  —  /3)  {x  —  y) . . . .  =  o. 


DE  LA  RÉSOLUTION 


Or,  soient  p   et   q    les    nombres   qui,    substitués  par  x,   donneront 
des  résultats  de  signes  contraires,  il  faudra  donc  que  ces  deux  quantités 

(p-  *)  {p  —  /S)  (p-y) 

0/  —  a)  (7  —  z3)  (7  —>) 


soient  de  signes  différons  ;  par  conséquent,  il  faudra  qu'il  y  ait  au 
moins  deux  facteurs  correspondans ,  comme  p  —  a  et  q — a,  qui 
soient  de  signes  contraires:  donc  il  y  aura  au  moins  une  des  racines 
de  l'équation  ,  comme  a,  qui  sera  entre  les  nombres  p  et  q ,  c'est-a- 
dire  plus  petite  que  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres,  et  plus 
grande  que  le  plus  petit  d'entre  eux;  donc  cette  racine  sera  nécessaire- 
ment réelle. 

2.  Corollaire  1.  Donc  si  les  nombres  p  et  q  ne  diffèrent  l'un  de 
l'autre  que  de  l'unité,  ou  d'une  quantité  moindre  que  l'unité,  le  plus 
petit  de  ces  nombres,  s'U  est  entier,  ou  le  nombre  entier  qui  sera 
immédiatement  moindre  que  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres,  s'il 
n'est  pas  entier,  sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  d'une  des 
racines  de  l'équation.  Si  la  différence  entre  p  et  q  est  plus  grande  que 
l'unité,  alors  nommant  n,  n-f-i,  n  +2,  etc.,  les  nombres  entiers 
qui  tombent  entre  p  et  q ,  il  est  clair  que  ,  si  l'on  substitue  successive- 
ment à  la  place  de  l'inconnue  les  nombres  p,  «,  «  +  i  ,  «-f-2,  etc.  q, 
on  trouvera  nécessairement  deux  substitutions  consécutives  qui  don- 
neront des  résultats  île  signes  difl'érens  ;  donc  ,  puisque  les  nombres 
qui  donneront  ces  deux  résultats  ne  diffèrent  entre  eux  que  de  l'unité, 
on  trouvera,  comme  ci-dessus,  la  valeur  entière  la  plus  approebée  d'une 
des  racines  de  l'équation. 

3.  Corollaire  1.  Toute  équation  dont  le  dernier  terme  est  négatif, 
en  supposant  le  premier  positif,  a  nécessairement  une  racine  réelle 
positive,  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  entière  la  plus  approebée , 
en  substituant  à  la  place  de  l'inconnue  les  nombres  o,  1,2,  3,  etc., 
jusquà  oe  que  l'on  rencontre  deux  substitutions  qui  donnent  des  ré- 
sultats de  signes  contraires. 

Car,  en  supposant  le  premier  terme  xm,  et  le  dernier  —  II  (Il  étant 
un  nombre  positif),  on  aura,  en  faisant  x  =  o,  le  résultat  négatif 
—  Il,  cl.  en  faisant  x=  co,  le  résultat  positif  ccm;  dune  ou  aura  ici 
p=:  o  et  q  =  co;  donc  les  nombres  entiers  intermédiaires  seront  tous 
les  nombres  naturels  1 ,  a,  3,  etc. ,  donc  ,  etc.  (Coroll.  j>réc.) 
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De  là  on  voit,  i°.  que  toulc  équation  d'un  degré  impair,  dont 
le  dernier  terme  esL  négatif,  a  nécessairement  une  racine  réelle 
positive. 

2°.  Que  toute  équation  d'un  degré  impair,  dont  le  dernier  terme 
est  positif,  a  nécessairement  une  racine  réelle  négative;  car,  en  chan- 
geant x  en  — oc,  le  premier  terme  de  l'équation  deviendra  négatif: 
donc,  changeant  tous  les  signes  pour  rendre  de  nouveau  le  premier 
terme  positif,  le  dernier  deviendra  négatif:  donc  l'équation  aura 
alors  une  racine  réelle  positive;  par  conséquent  l'équation  primitive 
aura  une  racine  réelle  négative. 

3°.  Que  toute  équation  d'un  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est 
négatif,  a  nécessairement  deux  racines  réelles ,  l'une  positivé  et  l'autre 
négative;  car,  premièrement,  elle  aura  une  racine  réelle  positive; 
ensuite,  comme  en  changeant  oc  en  — oc,  le  premier  terme  demeure 
positif,  la  transformée  aura  aussi  une  racine  réelle  positive  :  donc 
l'équation  primitive  en  aura  une  réelle  et  négative. 

4-  Remarque.  Comme  on  peut  toujours  changer  les  racines  néga- 
tives d'une  équation  quelconque  en  positives,  en  changeant  seulement 
le  sigDe  de  l'inconnue  ,  nous  ne  considérerons  dans  la  suite  ,  pour 
plus  de  simplicité,  que  les  racines  positives;  ainsi,  quand  il  s'agira 
d'examiner  les  racines  d'une  équation  donnée,  on  considérera  d'abord 
les  racines  positives  de  cette  équation  ,  ensuite  on  y  changera  les  si- 
gnes de  tous  les  termes  où  l'inconnue  se  trouvera  élevée  à  une  puis- 
sance impaire  ,  et  on  considérera  de  même  les  racines  positives  de 
celte  nouvelle  équation;  ces  racines,  prises  en  moins,  seront  les  ra- 
cines négatives  de  la  proposée. 

5.  Théorème  II.  Si  dans  une  équation  quelconque,  qui  a  une  ou 
plusieurs  racines  réelles  et  inégales,  on  substitue  successivement  à  la 
place  de  l'inconnue  deux  nombres,  dont  l'un  soit  plus  grand  et  dont 
l'autre  soit  plus  petit  que  l'une  de  ces  racines  ,  et  qui  diffèrent  en 
même  temps  l'un  de  l'autre  d'une  quantité  moindre  que  la  différence 
entre  celte  racine  et  chacune  des  autres  racines  réelles  de  l'équation, 
ces  deux  substitutions  donneront  nécessairement  deux  résultats  de 
signes  contraires. 

Lu  effet,  soit  a.  une  des  racines  réelles  et  inégales  de  l'équation  ,  el 
0,3,,  £ ,  etc. ,  les  autres  racines  quelconques;  soit  de  plus  f  la  plus 
petite  des  diilerences  entre  la  racine  a.  et  chacune  des  autres  racines 
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réelles  de  l'équation ,  il  est  clair  qu'en  prenant  p  >  cl  ,  q  <  et ,  et 
p  _  7  <  f> ,  les  quantités  /?  —  a  et  7  —  a  seront  de  signes  contraires, 
et  que  les  quantités  p —  /3 ,  ^  —  y,  etc.,  seront  chacune  de  même 
signe  que  sa  correspondante  q  —  /3 ,  q  —  y,  etc. ,  car  ,  si  p  —  /3  et 
q  —  /3  étaient  de  signes  contraires  ,  il  faudrait  que  /3  fût  aussi  com- 
pris entre  p  et  q,  ce  qui  ne  se  peut.  Donc  les  deux  produits 

(P  -  «)  (P-  /3)  C/>  ->) 

(7  —  a)  (7  —  z3)  (?  —  >)  >•••• 

c'est-à-dire,  les  résultats  des  substitutions  de  p  et  q  à  la  place  de  l'in- 
connue X  (n°  1)  seront  nécessairement  de  signes  contraires. 

G.  Corollaire  1.  Donc,  si  dans  une  équation  quelconque  on  substitue 
successivement  à  la  place  de  l'inconnue  les  nombres  en  progression 
arithmétique 

o  ,  A,  2A  ,  3A,  4A,  etc., (A) 

les  résultats  correspondais  formeront  une  suite  ,  dans  laquelle  il  y 
aura  autant  de  variations  de  signes  que  l'équation  proposée  aura  de 
racines  réelles  positives  et  inégales  ,  mais  dont  les  différences  ne  se- 
ront pas  moindres  que  la  différence  A  de  la  progression.  De  sorte  que 
si  l'on  prend  A  égale  ou  moindre  que  la  plus  petite  des  diflérences 
entre  les  différentes  racines  positives  et  inégales  de  l'équation  ,  la 
suite  dont  il  s'agit  aura  nécessairement  autant  de  variations  de  signes 
que  l'équation  contiendra  de  racines  réelles  positives  et  inégales. 

Donc,  si  la  différence  A  est  en  même  temps  égale  ou  moindre 
que  l'unité,  on  trouvera  aussi,  par  ce  moyen,  la  valeur  entière  ap- 
prochée de  chacune  des  racines  réelles  positives  et  inégales  de  l'équa- 
tion (n°  2). 

Si  l'équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle  et  positive  , 
ou  si  elle  en  a  plusieurs,  mais  dont  les  différences  ne  soient  pas  moin- 
dres que  l'unité,  il  est  clair  qu'on  pourra  faire  A  =  1  ,  c'est-à-dire 
qu'on  pourra  prendre  les  nombres  naturels  o,  1,  2,  3,  etc. ,  pour  les 
substituer  à  la  place  de  l'inconnue:  niais,  s'il  y  a  dans  l'équation  des 
racines  inégales  dont  les  différences  soient  moindres  que  l'unité,  alors 
il  faudra  prendre  A  moindre  que  l'unité,  et  telle  qu  elle  suit  égale  ou 
moindre  que  la  plus  petite  des  différences  entre  les  racines  dont  il 
s'agit  :  ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  la  valeur  qu'un  doit  donner 
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à  A,  en  sorte  qu'on  soit  assuré  qu'elle  ne  surpasse  pas  la  plus  petite 
des  différences  entre  les  racines  positives  et  inégales  de  l'équation  pro- 
posée :  c'est  l'objet  du  problème  suivant. 

r.  Corollaire  2.  Toute  équation  qui  a  un  seul  changement  de  signe, 
a  nécessairement  une  seule  racine  réelle  positive. 

11  est  d'abord  clair  que  L'équation  aura  nécessairement  une  racine 
réelle  positive,  à  cause  que  son  dernier  terme  sera  de  signe  durè- 
rent du  premier  (n°  3).  Or  je  vais  démontrer  qu'elle  ne  peut  en  avoir 
qu'une. 

Soit  (en  supposant  le  premier  terme  positif,  comme  à  l'ordinaire)  S 
la  somme  de  tous  les  termes  positifs  de  l'équation  ,  et  Y  la  somme  de 
tous  les  négatifs,  en  sorte  que  l'équation  soit  X  —  Y  =  o  ;  et  puisqu'il 
n'y  a,  par  l'hypothèse,  qu'un  seul  changement  de  signe,  il  est  clair 
que  les  puissances  de  l'inconnue  x  du  polynôme  X  seront  toujours  plus 
hautes  que  celles  du  polynôme  Y  ;  de  sorte  que  si  x'  est  la  plus  petite 
puissance  de  x  dans  le  polvnome  X,  et  qu'on  divise  les  deux  polynômes 

X  et  Y  par  x',  la  quantité  — •  ne  contiendra  que  des  puissances  posi- 

.      Y  . 

tives  de  x,  et  la  quantité  —  ne  contiendra  que  des  puissances  uéga- 

tives  de  x;  d'où  il  suit  que  x  croissant,  la  valeur  de  —  devra  croître 

■y 

aussi,  et  x  diminuant,  —  diminuera  aussi,  à  moins  que  le  polvnome 

■v 

X  ne  contienne  que  le  seul  terme  xT,  auquel  cas  —  sera  toujours  une 

Y 

quantité  constante;  au  contraire,  x  croissant,  la  valeur  de   —    dimi- 

Y 

nuera  nécessairement,  et  x  diminuant,  —  ira  en  augmentant.  Soit   a 

la  racine  réelle  et  positive  de  l'équation ,  on  aura  donc,  lorsque  x=a, 

X       Y 

X  =  Y;  donc  aussi   —  =  —  :   donc  en  substituant,  au  lien  de  x  ,  des 

7  x'        xr  ' 

X        Y 

nombres  quelconques  plus  grands  que  «,  on  aura  toujours  — •  >  — •  ,  et 

par  conséquent  X  —  Y  égal  à  un  nombre  positif;  et  en  substituant,  au 

X       Y 

lieu  de  x,  des  nombres  moindres  que  a,  on  aura  toujours  — r  <  — r  ;   el 

par  conséquent  X —  ^   égal  à  un  nombre  négatif:  donc  il  sera  impos- 
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sible  que  l'équation  ait  des  racines  réelles  et  positives  plus  grandes  ou 
plus  petites  que  a. 

Si  l'équation  a  plusieurs  changemens  de  signe,  elle  peut  avoir  aussi 
plusieurs  racines  réelles  positives;  niais  leur  nombre  ne  peut  jamais  sur- 
passer celui  des  changemens  ou  variations  de  signe  :  c'est  ce  théorème 
qu'on  appelle  la  règle  de  Descartes.  Voyez  la  note  "N  III. 

8.  Problème.  Lne  équation  quelconque  étant  donnée,  trouver  une 
autre  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre  les  racines 
de  l'équation  donnée. 

Soil  donnée  l'équation 

x«  —  Axm^'  -f-  Bxm-S  —  Cxm~3  -f-  etc.  ==  o (B)  ; 

on  sait  que  x  peut  être  indifféremment  égal  à  une  quelconque  de  ses 
racines:  soit  x'  une  autre  racine  quelconque  de  la  même  équation,  en 
sorte  que  l'on  ait  aussi 

x'm  _  Ax'm~l  +  Lx'"- *  —  Cx'm~3  +  etc.  =  6 , 

et  soit  u  la  différence  entre  les  deux  racines  x  et  x',  de  manière  que 
l'on  ait  x'  =  x  -\-u]  substituant  celte  valeur  de  x'  dans  la  dernière 
équation ,  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  u ,  on  aura  une 
équation  en  u  du  même  degré  m ,  laquelle  ,  en  commençant  par  les 
derniers  termes ,  sera  de  cette  forme 

X  -f-  Ya  +  Zu*  +  Vu3  +  etc.  +  u-  =  o , 

les  coefficiens  X,  Y,  Z,  etc.,  étant  des  fonctions  de  x  telles  que 

X  =  xm  —  A.rm-'  +  Hxn-'  —  Cxm-3  +  etc.  ,• 

^    =  mxm~'  —  (m  —  i )  Axm-'  -f-  (m  —  2)  B.vm-5  —  etc. , 

Z  =  **"  ~  °  X-+  .>  -  »>  (™  -JL)  Aa— '  +  etc., 
2  2 

etc.  ; 
l 'est-à-dire,  suivant  la  notation  du  calcul  différentiel, 

Y-3dX         7-^         y--*-*-       etc 
X—  dî  '        L—  adx"         ^  —  2.3dx"      ClC- 

Donc,  puisque  par  l'équation  donnée  (B)  on  a  X  =  o,  l'équation  pré- 
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cédente  étant  divisée  par  u,  deviendra  celle-ci  : 

\  +Zu  +  Vu,  +  etc  +  tt— «  =  o (C). 

Cette  équation,  si  l'on  v  substitue  pour  x  une  quelconque  des  racines 
de  l'équation  (B),  aura  pour  racines  les  différences  entre  cette  racine 
et  toutes  les  autres  de  la  même  équation  (R)  :  donc,  si  l'on  combine 
les  équations  (B)  et  (C)  en  éliminant  x,  on  aura  une  équation  en  M, 
dont  les  racines  seront  les  différences  entre  chacune  des  racines  de 
l'équation  (B)  et  toutes  les  autres  racines  de  la  même  équation  ;  ce 
sera  l'équation  cherchée. 

Mais  sans  exécuter  cette  élimination  ,  qui  serait  souvent  fort  labo- 
rieuse, il  suffira  de  considérer  : 

i".  Que  a,  /3,  y,  etc.,  étant  les  racines  de  l'équation  en  x,  celles  de 
l'équation  en  u  seront  a  —  /3  ,  a — y,  etc.,  /3 — a,  /3  —  j, ,  etc., 
y  —  a,  y  —  /3,  etc.,  etc.  ;  d'où  l'on  voit  que  ces  racines  seront  au 
nombre  de  m  (m —  i),  et  que  de  plus  elles  seront  égales  deux  à  deux  , 
et  de  signes  contraires  ;  de  sorte  que  l'équation  en  u  manquera  né- 
cessairement de  toutes  les  puissances  impaires  de  u.  Donc,  «i  taisant 

=  n  et  u  =  u  ,  I  équation  dont  n  s  agit  sera  de  cette  forme 

v"  —  a-jn~'  -+-  bvn— —  cv"-3  -f-  etc.  =  o (D). 

■2°.  Que  (a  —  /3/,  (a —  y)*,  (/3  —  y)*,  etc. ,  étant  les  différentes 
valeurs  de  v  dans  1  équation  (D),  le  coefficient  a  sera  égal  à  la  somme 
de  toutes  ces  valeurs,  le  coefficient  b  sera  la  somme  de  tous  leurs 
produits  deux  à  deux  ,  etc. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  (a  —  /3)*-f-  (a  —  y)"  +  (j3  —  y)*  -f  etc. 
=  (m  —  i  )  (a3  +  /3a  +  y>  -f-  etc.)  —  2  (a/3  -f-  cty  +  fiy  -f-  etc.)  ; 
mais  on  sait  que  a/3  -j-  cty  4.  @y  -f-  ctc.=  B  ;  et  a'-f-zS^-f-^'+etc. 
=  A* — 2B  :  donc  on  aura  a  =  [m — 1)  (A* — 2B) — 2B  ,  savoir: 
a-=.{m  —  1)  A*  —  2mB  ;  et  on  pourra  ,  de  la  même  manière  ,  trouver 
la  valeur  des  autres  coefficieus  b ,  c ,  etc. 

Pour  y  parvenir  plus  facilement,  supposons 

A,  =  a    +/3  4-  y  -h  etc., 

A,  =  a'  +  /3»  -f-  Y  +  etc.  , 

A,  =  a5  +  /S3  -f-  y3  -f-  etc.  , 
etc.  ; 
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et  l'on  aura,  comme  l'on  sait, 

A,  =  A, 

As  =  AA,  —  2B  , 

A3  =  AAa  —  BA,  +  3G, 

A4  =  AA3  —  BA,  +  CA,  —  4D, 

etc. 

Supposons  de  plus 

a,  =  (a  —  /3)«  +  (*  —  yY  +  (0  —  yf  +  etc., 

a2=   (a  -  fi*  +  («  —  >)<  +  (/3  —  >)*  +  etc., 

«3  =  (a  —  /3)5  +  (*  —  >)6  +  (|3  —  y)"  +  etc. , 
etc.  ; 

il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

«1==(._i)A,-2((-M^), 

a2  =  (m  -  1)  A4  -  4(A,A3  -  A<)  +  6((-^f^)  , 
a3  =  (m  —  i)Ac  —  6(A1AS  —  A,)  +  i5(A.A4  —  Aj) 

-  »(?«£=*). 

etc., 
ou  bien 

a,  =  wA,  —  2  —£-  , 

a%  =  /«A4  —  4A.Aj  -f-  G  -^-  , 

(A.  )3 
a3  =  ™A5  —  6A,A5  -f-  i5A,A4  —  20  — , 

etc.; 

et ,  en  général , 

aM  =  mAip  —  2/aA,A(3jU_  ,j 

+  ÎSÈtZ»)  A,A(^_9)  -  etc. 

2fl(lfC—  I)   (?,u—  ?.) Ç«   +    i)        (A,,)* 

1.2.3 ,«  2 

Les  quantités  a1}  «, ,  «3,  etc.,  étant  ainsi  connues,  on  aura  sur-le- 
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champ  les  valeurs  des  coefficiens  a,  b,  c,  etc.,  de  l'équation  (D)  par 
les  formules 


a  = 

«.  , 

b  = 

aa,  —  aa 

2         ' 

c  = 

oa,  —  aa<i  -f-  «3 

3              ' 

d  = 
etc. 

ca,  —  èaa  -j-  awi  —  «j 

•î 

Ainsi  on  pourra  déterminer  directement  les  coefliciens  a,  /;,  c,  etc.  , 
de  l'équation  (D)  par  ceux  de  l'équation  donnée  (B).  Pour  cela,  on 
cherchera  d'abord,  par  les  formules  ci-dessus,  les  valeurs  des  quantités 
A,,  Aa,  Aj,  etc. ,  jusqu'à  A,„;  ensuite,  à  l'aide  de  celles-ci,  on  cher- 
chera celles  des  quantités  a,-  «,,  a3,  etc.,  jusqu'à  aa,  et  enfin,  par  ces 
dernières ,  on  trouvera  les  valeurs  cherchées  des  coelliciens  a ,  b  , 
c ,  etc. 

g.  Remarque.  11  est  bon  de  remarquer  que  l'équation  (D)  exprime 
également  les  différences  entre  les  racines  positives  et  négatives  de 
l'équation  (B);  de  sorte  que  la  même  équation  aura  lieu  aussi  lorsqu'on 
changera  x  en  —  x  pour  avoir  les  racines  négatives  (n°  4)- 

De  plus ,  il  est  clair  que  l'équation  (D)  sera  toujours  la  même ,  soit 
qu'on  augmente  ou  qu'on  diminue  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  d'une  même  quantité  quelconque  :  donc,  si  cette  équation 
a  son  second  terme,  on  pourra  le  faire  disparaître,  et  chercher  en- 
suite l'équation  en  u  ;  on  aura  ainsi  la  même  équation  qu'on  aurait 
eue  si  l'on  n'avait  pas  fait  évanouir  le  second  terme,  mais  l'évanouis- 
sement de  ce  terme  rendra  toujours  la  recherche  des  coefficiens  a  , 
b,  c,  etc.,  un  peu  plus  facile,  parce  qu'on  aura  A  =  o,  et  par  con- 
séquent aussi  A,  =  o  ;  de  sorte  que  les  formules  du  numéro  précé- 
dent deviendront 

A,  =  o, 

A,  =  —  2B, 

A3  =  3C, 

A4  =  —  BA,  -   jD. 

etc., 
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a%  =  mA4  +     G  —  , 

(A3)a 
rt3  =  wAg  4-  ioAaA4  —  20—^— 

etc. , 


b  = 


aa ,  —  Oj 


ba,  —  rt«2  -f-  «î 
C    =    3 . 

etc. 

10.  Corollaire  1.  Puisque  les  racines  de  l'équation  (D)  sont  les 
carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équation  proposée  (B)  ,  il 
est  clair  que  si  celte  équation  (D)  avait  tous  ses  termes  de  même  signe, 
auquel  cas  elle  n'aurait  aucune  racine  réelle  positive ,  il  est  clair ,  dis- 
je,  que,  dans  ce  cas,  les  différences  entre  les  racines  de  l'équation  (B), 
seraient  toutes  imaginaires  ;  de  sorte  que  cette  équation  ne  pourrait 
avoir  qu'une  seule  racine  réelle ,  ou  bien  plusieurs  racines  réelles  et 
égales  entre  elles.  Si  ce  dernier  cas  a  lieu  ,  on  le  reconnaîtra ,  et  on 
le  résoudra  par  les  méthodes  connues  (vojez  aussi  plus  bas  le  cha- 
pitre II) ;  à  l'égard  du  premier  cas,  il  suit  du  n°  G  qu'on  pourra 
prendre  A  =  1 . 

11.  Corollaire  2.  Si  l'équation  (B)  a  une  ou  plusieurs  couples  de 
racines  égales,  il  est  clair  que  l'équation  (\*>)  aura  une  ou  plusieurs  va- 
leurs de  v  égales  à  zéro;  de  sorte  qu'elle  sera  alors  divisible  une  ou  phi- 
sieurs  fois  par  u.  Cette  division  faite,  lorsqu'elle  a  lieu,  soit  l'équation 
restante  disposée  à  rebours  de  celte  manière  : 

1  4-  clxj  -f-  /3o*  +  yu3  ■+■ ,  etc.  +  7ru  =  0 (E)  , 

;•  étant  =  ou  <  n;  qu'on  fasse  v  =  -,  et  ordonnant  l'équation  par  rap- 
port l\y ,  on  aura 

y  +  ay-1  -f-  Pf~z  4-  y?'1  + ,  etc.  +  ^  =  0 (F). 

Qu'on  cherche  par  les  méthodes  connues  la  limite  des  racines  positives 
tic  cette  équation,  et  soit  /  celle  limite;  en  sorte  que  /  surpasse  clia- 
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cune  des  valeurs  positives  àey;  donc      .sera  moindre  que  chacune  île- 

valeurs  positives  de  -  ou  de  v;  et  par  conséquent  moindre  que  cha 
cune  des  valeurs  de  if,  à  cause  de  v  =  «a  (problème  précédent). 

Donc  — >   sera   nécessairement   moindre  qu'aucune    des   valeurs  de 

V  l  l 

u,  c'est-à-dire   qu'aucune  des  différences  entre  les  racines  réelles  el 
inégales  de  l'équation  proposée  (B). 

Donc,  i°.  si  y/Z  <  i,  alors  on  sera  sûr  que  l'équation  (B)  n'aura 
point  de  racines  réelles  dont  les  différences  soient  moindres  que  l'unité 
.misi,  dans  ce  cas,  on  pourra  faire,  sans  scrupule,  A  =  i  (n°  G). 

.  Mais  si  \/lz=.  ou  >>  i  ,  alors  il  peut  se  faire  qu'il  v  ait  dans 
Féquation  (B)  des  racines  dont  les  dillërcnces  soient  moindres  que 
l'unité  ;  mais,  comme  la  plus  petite  de  ces  différences  sera  toujours 

nécessairement  plus  grande  que  —,  on  pourra  toujours  prendre  A  = 

ou  <  — .  (numéro  cité). 

En  général,  soit  k  le  nombre  entier  qui  est  égal  ou  immédiatement 
plus  grand  que  ^/l,  et  on  pourra  toujours  prendre  A  =  j. 

12.  Scholie  i.  Quanta  la  manière  de  trouver  la  limite  des  racines 
d'une  équation  ,  la  plus  commode  et  la  plus  exacte  est  celle  de  New- 
ton, laquelle  consiste  à  trouver  un  nombre  dont  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  étant  diminuées,  l'équation  résultante  n'ait  aucune  va- 
riation de  signe  ;  car  alors  cette  équation  ne  pourra  avoir  que  des 
racines  négatives;  par  conséquent  le  nombre  dont  les  racines  de  la 
proposée  auront  été  diminuées ,  surpassera  nécessairement  la  plus 
grande  de  ces  racines. 

Ainsi,  pour  chercher  la  limite  l  des  racines  de  l'équation 

(F) r'+*rr~'  ■+■  &-*  +  >rr_s  -f-  etc.  =  o , 

on  v  mettra  J-\-l au  lieudej-,  et  ordonnant  l'équation  résultante  par 
rapport  à  y ,  elle  deviendra 

P  +  (h'  +  ViJ*  H-  s73  +  etc .  +  y  - 
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lans  laquelle 

P  =  l'  +  ai"  -f-  121'"  +  >/'-3  4-  etc.  +  Tt , 

Q  =  ,/'-  +  (/•—  i)ar*  +  (/—  2)/3Zr~3  +  elc.  , 

R  =  ri^=-°  *-.  +  (r-0(r-2)aZ,_3  +  etc 

2  2 

-(r —  l)  (r  —  2) 

etc. 


S  =  ?V~  'T  ^5  H"  etc. , 

2.0 


el  il  n'y  aura  qu'à  chercher  une  valeur  de  l  qui ,  étant  substituée  dans 
les  quantités  P,  Q,  R,  etc.,  les  rende  toutes  positives;  en  conimen- 
çant  par  la  dernière  de  ces  quantités,  laquelle  n'aura  que  deux  ternies, 
et  remontant  successivement  aux  quantités  précédentes,  on  détermi- 
nera facilement  le  plus  petit  nombre  entier  qui  pourra  être  pris  pour  /, 
et  qui  sera  la  limite  la  plus  proche  cherchée. 

Si  l'on  voulait  éviter  tout  tâtonnement ,  il  n'y  aurait  qu'à  prendre 
pour  /  le  plus  grand  coefficient  des  termes  négatifs  de  l'équation 
(F)  ,  augmenté  d'une  unité;  car  il  est  facile  de  prouver  qu'en  don- 
nant à  /celle  valeur,  les  quantités  P,  Q,  R,  etc.,  seront  toujours 
positives. 

Celle  manière  d'avoir  la  limite  des  racines  d'une  équation  quel- 
conque est  duc,  je  crois,  à  Maclaurin;  mais  en  voici  une  autre  qui 
donnera  le  plus  souvent  des  limites  plus  approchées. 

Soil  —  PJ'~m  —  vJr~"  —  7TJ'~P  —  ctc-  5  les  termes  négatifs  de 
l'équation  (F),  on   prendra  pour  /  la  somme  des  deux  plus  grandes 

des  quantités  \/> ,  \/v  ,  y/n  ,  etc.  ,  ou  un  nombre  quelconque  plus 
grand  que  cette  somme.  Celle  proposition  peut  se  démontrer  de  la 
même  manière  que  la  précédente;  ainsi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
Au  reste,  il  faut  observer  que  les  limites  trouvées  de  l'une  ou  de 
l'autre  de  ces  deux  manières  seront  rarement  les  plus  prochaines  li- 
mites. Pour  en  avoir  de  plus  petites,  on  essayera  successivement  pour 
/  des  nombres  moindres,  et  l'on  prendra  le  plus  petit  de  ceux  qtri 
satisferont  aux  conditions  que  P,  Q,  R,  etc.,  soient  des  nombres 
positifs. 

l3.  Scholie  2.  Avant  donc  trouvé  la  limite  /  de  l"équalion  (F), 
et  pris  k  ('-^nl  ou  immédiatement  plus  grand  que  \/l,   on  fera 
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^  —  I  (n8  ii)  ,  et  on  substituera  successivement  dans  l'équation  pro- 

I  ?.  3 
posée,  à  la  place  de  l'inconnue,  les  nombres  o,  k  ,  ^ ,  ^,  etc.  ;  les  ré- 
sultats venant  de  ces  substitutions,  formeront  une  série  dans  laquelle  il 
y  aura  autant  de  variations  de  signe  que  l'équation  proposée  contiendra 
de  racines  réelles  positives  et  inégales,  et,  de  plus,  ebacune  de  ces  ra- 
cines se  trouvera  entre  les  deux  nombres  qui  auront  donné  des  ré- 
sultats consécutifs  de  signes  différons  :   de  sorte  que  si  les  nombres 

-1  et  —f—  donnent  des  résultats  de  signe  contraire,  il  y  aura  une  ra- 
ie h 

eine  entre  j  et  — 7 — ;  par  conséquent,  le  nombre  entier  qui  appro- 
chera le  plus  de  -   sera   la   valeur  entière    approchée  de  cette   racine 

(n°  2). 

Ainsi  l'on  reconnaîtra  par  ce  moyen  ,  non-seulement  le  nombre  des 
racines  positives  et  inégales  de  l'équation  proposée,  mais  encore  la  va- 
leur  entière  approchée  de  chacune  de  ces  racines. 

Au  reste,  il  est  clair  que  si  l'on  trouvait  un  ou  plusieurs  résultats 
égaux  à  zéro,  les  nombres  qui  auraient  donné  ces  résidtats  seraient  <\c< 
racines  exactes  de  l'équation  proposée. 

Pour  faciliter  et  abréger  ce  calcul,  on  fera  encore  les  remarques 
suivantes  : 

i°.  Si  l'on  cherche  par  les  méthodes  des  numéros  précédons  la  limite 
des  racines  positives  de  l'équation  proposée,  il  est  clair  qu'il  scia  inu- 
tile d'y  substituer  à  la  place  de  l'inconnue  des  nombres  plus  grands 
que  cette  limite.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  qu'en  substituant  <!e> 
nombres  plus  grands  que  cette  limite,  on  aura  toujours  nécessairement 
des  résultats  positifs.  Ainsi,  nommant  À  la  limite  dont  il  s'agit,  le 
nombre  des  substitutions  à  faire  sera  égal  à  Àk,  et  par  conséquent  tou- 
jours limité. 

En  général,  sans  chercher  la  limite  A,  il  suffira  de  pousser  les  sub- 
slitutions  jusqu'à  ce  que  le  premier  terme  de  l'équation  ou  la  somme 
des  premiers  termes  ,  s'il  y  en  a  plusieurs  consécutifs  avec  le  même 
signe -f- ,  soit  égale  ou  plus  grande  que  la  somme  île  tous  les  termes 
négatifs;  car  il  est  facile  de  prouver,  par  la  méthode  du  n°  7,  qu'en 
donnant  à  rinconnue  des  valeurs  plus  grandes,  on  aura  toujours  à 
l'infini  des  résultats  positifs. 
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2".  Au  lieu  de  substituer  à  la  place  de  l'inconnue  x  les  fractions 

'-,  j,  etc.,  on  y  mettra  d'abord  j  à  la  place  de  x,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  on  multipliera  le  coefficient  du  second  ternie  par  k,  celui  du 
troisième  terme  par  à%  et  ainsi  des  autres;  et  on  substituera  ensuite  à 
la  place  de  x  les  nombres  naturels  o,  1,  2,  3,  etc.  jusqu'à  la  limite  de 
cette  équation,  ou  bien  jusqu'à  ce  que  le  premier  terme  ou  la  somme 
des  premiers,  quand  il  y  en  a  plusieurs  consécutifs  avec  le  même  signe, 
soit  égale  ou  plus  grande  que  la  somme  des  négatifs;  par  ce  moven, 
les  résultats  seront  tous  des  nombres  entiers,  et  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  se  trouveront  nécessairement  entre  les  nombres  consé- 
cutifs qui  donneront  des  résultats  de  signes  contraires,  ces  nombres  étant 
divisés  par  k,  comme  nous  l'avons  vu  plus  baut. 

3°.  Soit  m  le  degré  de  l'équation  dans  laquelle  il  s'agit  de  substituer 
successivement  les  nombres  naturels  o,  1,  2,  3,  etc.,  je  dis  que,  dès 
que  l'on  aura  trouvé  les  m  -f-  1  premiers  résultats,  c'est-à-dire  ceux 
qui  répondent  àx  =  o,i,2,  etc.,  m,  on  pourra  trouver  tous  les  sui- 
vans  par  la  seule  addition. 

Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  ebereber  les  différences  des  résultats 
trouvés,  lesquelles  seront  au  nombre  de  m,  ensuite  les  différences  de 
ces  différences,  lesquelles  ne  seront  plus  qu'au  nombre  de  m —  1  .  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  différence  m"mc. 

Cette  dernière  différence  sera  nécessairement  constante,  parce  que 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  est  m;  ainsi  on 
pourra  continuer  la  suite  des  différences  m"'""  aussi  loin  qu'on  voudra, 
<ii  répétant  seulement  la  même  différence  trouvée;  ensuite,  par  le 
moyen  de  cette  suite,  on  pourra,  par  la  simple  addition,  continuer 
celle  des  différences  m — i'  ",  et  à  l'aide  de  celle-ci,  on  pourra  conti- 
nuer de  même  la  suite  des  différences  m — a'*™",  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  que  l'on  arrive  à  la  première  suite,  qui  sera  celle  des  résultats 
cherchés. 

II  est  bon  d'observer  ici  que  si  les  termes  correspondais  des  diffé- 
rentes suites  dont  nous  parlons  étaient  tous  positifs,  les  termes  suivans 
dans  chaque  suite  seraient  tous  aussi  positifs.  Or,  puisque  la  dernière 
différence  est  toujours  positive ,  il  est  clair  qu'on  parviendra  nécessai- 
rement dans  chaque  suite  à  des  termes  tous  positifs;  ainsi  il  suffira  de 
ontinuer  toutes  ces  suites  jusqu'à  ce  que  leurs  termes  correspondons 
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soient  devenus  tous  positifs ,  parce  qu'alors  on  sera  sûr  que  la  série  des 
résultats,  continuée  aussi  loin  qu'on  voudra,  sera  toujours  positive,  el 
que,  par  conséquent,  elle  ne  contiendra  plus  aucune  variation  de  signe. 
Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple ,  soit  proposée  l'équation 

x3  —  63 X  -j-  1 89  =  o  ; 

on  trouvera  d'abord  que  les  résultats  qui  répondent  à  x=o,  i  ,  2,  3, 
sont  189,  127,  71,  27,  d'où  l'on  tirera  les  différences  premières  — 62, 
—  56,  —  44?  lcs  différences  secondes  6,  12,  et  la  différence  troisième  (i: 
ainsi  on  formera  les  quatre  séries  suivantes  : 


6 

6 

6 

6 

6 

6 

6,  etc., 

6 

13 

18 

24 

3o 

36 

42,  etc., 

—  62 

—  56 

-44 

—  26 

—  2 

28 

64 ,  etc., 

189 

127 

71 

27 

1 

—  1 

27,  etc.; 

dont  la  loi  est  que  chaque  terme  est  égal  à  la  somme  du  terme  précé- 
dent de  la  même  série,  et  de  celui  qui  y  est  au-dessus  dans  la  série  pré- 
cédente; de  sorte  qu'il  est  très  facile  de  continuer  ces  séries  aussi  loin 
qu'on  voudra. 

La  dernière  de  ces  quatre  séries  sera,  comme  l'on  voit,  celle  des 
résultats  qui  viennent  de  la  substitution  des  nombres  naturels  o,  1, 
2,  etc.  à  la  place  de  x  dans  l'équation  proposée;  et  comme  les  termes 
de  la  septième  colonne,  savoir  :  6,  42,  64,  27,  sont  tous  positifs  ,  il 
s'ensuit  que  les  termes  suivans  seront  tous  aussi  positifs;  de  sorte  que 
la  série  des  résultats,  continuée  aussi  loin  qu'on  voudra,  n'aura  plus 
aucune  variation  de  signe. 

\l\.  Remarque.  On  avait  déjà  remarqué  que  l'on  pouvait  trouver  la 
valeur  approchée  de  toutes  les  racines  réelles  et  inégales  d'une  équa- 
tion quelconque,  en  y  substituant  successivement  à  la  place  de  l'in- 
connue différens  nombres  en  progression  arithmétique  ;  mais  cette 
remarque  ne  pouvait  pas  être  d'une  grande  utilité,  faute  d'avoir  une 
méthode  pour  déterminer  la  progression  que  l'on  doit  employer  dans 
chaque  cas,  en  sorte  que  l'on  soit  assuré  qu'elle  fasse  connaître  toutes 
les  racines  réelles  et  inégales  de  l'équation  proposée.  Nous  en  sommes 
heureusement  venus  à  bout  ù  l'aide  du  problème  du  n°  8,  et  nous 
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verrons  encore  ci-après  d'autres  usages  de  ce  même  problème  par  rap- 
port aux  racines  égales  et  imaginaires. 

Au  reste,  la  recherche  de  la  quantité  A  (n°  n)  ne  serait  point 
nécessaire  si  l'équation  proposée  n'avait  que  des  racines  réelles;  mais 
les  conditions  par  lesquelles  on  peut  reconnaître  d'avance  la  réalité  de 
toutes  les  racines,  lorsqu'elle  a  lieu  dans  une  équation  donnée,  dé- 
pendent de  l'équation  même  des  différences,  ou  de  formules  équiva- 
lentes. (Voyez  la  note  VIII.) 
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CnVPITRE  II. 

De   la  manière   d'avoir  les   racines  égales  et  les  racines 
imaginaires  des  équations. 

ij.  iNocs  n'avons  considéré,  dans  le  chapitre  précédent,  que  les 
racines  réelles  et  inégales  de  l'équation  proposée  (B)  ;  supposons  main- 
tenant que  cette  équation  ait  des  racines  égales  :  dans  ce  cas,  il  fau- 
dra (nn  11)  que  l'équation  (D)  soit  divisible  autant  de  fois  par  u  qu'il 
y  aura  de  combinaisons  de  racines  égales  deux  à  deux  ;  par  consé- 
quent il  faudra  qu'il  y  ait  clans  cette  équation  (D)  autant  des  derniers 
ternies  qui  manquent;  ainsi  on  connaîtra  par  ce  moyen  combien  de 
racines  égales  il  y  aura  dans  la  proposée. 

Mais  on  peut  s'assurer  d'avance  si  l'équation  proposée  a  des  racines 
égales,  et  même  trouver  ces  racines  indépeudammcnl  de  l'équation  (D). 
Car  puisque  dans  le  cas  des  racines  égales,  on  a  nécessairement  u=a 
(n°  8),  l'équation  (C)  du  même  numéro  donnera  pour  ce  cas  Y  =  o; 
ainsi  il  faudra  que  les  deux  équations  en  X,  X  =  «,  et  Y==0,  aient 
lieu  en  même  temps  lorsque  x  est  égal  à  une  quelconque  des  racines 
égales  de  l'équation  (15). 

On  cherchera  donc,  par  les  méthodes  connues,  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  deux  polynômes  X  et  Y  ;  et  faisant  ensuite  ce  divi- 
seur égal  à  zéro,  on  aura  une  équation  qui  ne  sera  composée  que  clés 
racines  égales  de  la  proposée,  mais  élevées  à  une  puissance  moindre 
de  l'unité. 

Soit  fi  le  plus  grand  commun  diviseur  de  \  el  de  Y,  et  V  le  quo- 
tient de  \  divisé  par  11,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  \'  =  o 
contiendra  toutes  les  mêmes  racines  que  l'équation  proposée  X  =  o, 
avec  celle  différence  que  lès  racines  multiples  dé  cette  équation  seronl 
simples  dans  l'équation  V=o;  ainsi  l'équation  \'=o  sera  dans  le 
cas  des  méthodes  précédentes. 

On  peut  encore,  si  l'on  veut,  trouver  deux  équations  séparées,  dont 

3 
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l'une  contienne  seulement  les  racines  égales  de  l'équation  X  =  o,  et 
dont  l'autre  contienne  les  racines  inégales  de  la  même  équation.  Pour 
cela,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  de  nouveau  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  X'  et  Y;  et  nommant  ce  diviseur  R',  on  pren- 
dra le  quotient  de  W  divisé  par  R',  lequel  étant  nommé  X",  on  fera 
ces  deux  équations  X"=o,  et  R'  =  o. 

La  première  contiendra  seulement  les  racines  inégales  de  l'équation 
X  =  o,  et  la  seconde  contiendra  seulement  les  racines  égales  de  la 
même  équation,  mais  chacune  une  seule  fois;  de  sorte  que  les  deux 
équations  X"=o,  et  R'  =  o,  n'auront  que  des  racines  inégales,  et 
par  conséquent  seront  susceptibles  des  méthodes  du  chapitre  précédent. 

16.  Connaissant  ainsi  le  nombre  des  racines  réelles,  tant  inégales 
qu'égales,  de  l'équation  proposée,  si  ce  nombre  est  moindre  que  le 
degré  de  l'équation,  on  en  conclura  que  les  autres  racines  sont  néces- 


sairement imaginaires. 


En  général,  pour  que  l'équation  (B)  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
faut  que  les  valeurs  de  u  soient  réelles  aussi  ;  donc  il  faudra  que  les 
valeurs  de  u*  ou  de  v  soient  toutes  réelles  et  positives;  par  conséquent, 
l'équation  (D)  du  n°  8  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  positives: 
donc  il  faudra,  par  la  règle  connue,  que  les  signes  de  celte  équation 
soient  alternativement  positifs  et  négatifs;  de  sorte  que  si  cette  condi- 
tion n'a  pas  lieu,  ce  sera  une  marque  sûre  que  l'équation  (B)  a  néces- 
sairement des  racines  imaginaires. 

Or,  on  sait  que  les  racines  imaginaires  vont  toujours  en  nombre 
pair,  et  qu'elles  peuvent  se  mettre  deux  à  deux  sous  cette  forme , 
a-f-/3  \/ —  i  ,  a.  —  jS\/ — i,  a.  et  /3  étant  «les  quantités  réelles  (*); 
donc  on  aura  u  =  dz  2/3^/ —  1  ,  et  par  conséquent  v  =  —  \Q>%  ;  d'où 
l'on  voit  que  l'équation  (D)  aura  nécessairement  autant  de  racines 
réelles  négatives  qu'il  y  aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans 
l'équation  (B). 

Donc,  si  l'on  fait  u=  — tv,  ce  qui  changera  l'équation  (D)  en 
celle-ci 

w"  -f-  fliv""1  -H-  /nv"-1  +  cw"~3  -f-  etc.  =  0 (G) , 

cette   équation   aura    nécessairement   autant    de    racines    réelles   po- 

(*)   Voyez  l.i  noie  IX. 
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sitives  qu'il  y  aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équa- 
tion (B). 

17.   11  suit   de  là  que  pour  avoir  la  valeur  des  racines  imaginaires 

de  l'équation  (B) ,  il  n'y  a  qu'à  chercher  les  racines  réelles  positives  de 

l'équation  (G).  En  eifet.  soient  iv',  w",  \v'",  etc.  ces  racines,  on  aura 

«  1      1  Vw'     Vw"     V"'°      .  11  1/3 

a  abord  - — ,  - — ,  - ,  etc.   pour  les  valeurs  de  p;   ensuite,  pour 

trouver  les  valeurs  correspondantes  eti,  on  substituera,  dans  l'équation 
(B),  a-j- ;3\/ —  1  ,  à  la  place  de  a.',  et  on  fera  deux  équations  séparées 
des  termes  tous  réels,  et  de  ceux  qui  seront  multipliés  par  \/ — I  ;  de 
cette  manière,  on  aura  deux  équations  en  et  de  cette  forme: 


a™  +  Ta"1—  +  Qa"—*  -f-  etc.  =  o  ] 
ma"-'  -+-  par-*  +  qx"'3  +  etc.   - 


1} w. 


dans  lesquelles  les  cocfficiens  P,  Q,  etc.  p,  7,  etc.  seront  donnés  eu 
a,  b,  c,  etc.  et  en  jS. 

Donc,  si  l'on  donne  à  /3  quelqu'une  des  valeurs  précédentes,  il  faudra 
nécessairement  que  ces  deux  équations  aient  lieu  en  même  temps,  et 
par  conséquent  il  faudra  qu'elles  aient  un  diviseur  commun.  On  cher- 
chera donc  leur  plus  grand  commun  diviseur;  et  le  faisant  égal  à  zéro, 
on  aura  une  équation  en  et  et  /3  ,  par  laquelle  /S  étant  connu,  on 
trouvera  et. 

11  est  l)on  de  remarquer  que,  si  toutes  les  valeurs  de  /S  tirées  de 
l'équation  (G)  sont  inégales  entre  elles,  alors  à  chaque  valeur  de  /S  il 
ne  pourra  répondre  qu'une  seule  valeur  de  a;  donc,  dans  ce  cas,  les 
deux  équations  (H)  ne  pourront  avoir  qu'une  seule  racine  commune  ; 
et  par  conséquent  leur  plus  grand  commun  diviseur  ne  pourra  être 
que  du  premier  degré. 

On  poussera  donc  la  di\  ision  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  1111  reste 
où  et  ne  se  trouve  plus  qu'à  la  première  dimension  ,  et  l'on  fera  ensuite 
ce  reste  égal  à  zéro;  ce  qui  donnera  la  valeur  cherchée  de  «. 

Mais  si  parmi  les  valeurs  de  /3  tirées  de  l'équation  (G),  il  y  en  a, 
par  exemple,  deux  égales  entre  elles,  alors,  comme  à  chacune  de  ces 
valeurs  égales  de  /3  ,  il  peut  répondre  des  valeurs  différentes  de  a,  il 
faudra  qu'en  mettant  celte  valeur  double  de  /3  dans  les  équations  (H) , 
elles  puissent  avoir  heu  par  rapport  à  l'une  et  l'autre  des  valeurs  de 
a  qui  y  répondent;  ainsi  ces  deux  équations  auront  nécessairement 

3.. 
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deux  racines  communes,  et  par  conséquent  leur  plus  grand  commun 
diviseur  sera  du  second  degré.  11  faudra  donc,  dans  ce  cas,  ne  pousser 
la  division  que  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste  où  et  se  trouve 
à  la  seconde  dimension  seulement  ;  et  alors  on  fera  ce  reste  égal  à 
zéro,  ce  qui  donnera  une  équation  du  second  degré,  par  laquelle  on 
déterminera  les  deux  valeurs  de  a,  lesquelles 'seront  nécessairement 
toutes  deux  réelles. 

De  même,  s'il  y  avait  trois  valeurs  égales  de  /3,  il  faudrait,  pour 
trouver  les  valeurs  de  et  qui  répondraient  à  cette  valeur  triple  de  /3, 
ne  pousser  la  division  que  jusqu'à  ce  que  l'on  parvînt  à  un  reste  où 
la  plus  haute  puissance  de  et  fût  la  troisième  ;  et  alors  faisant  ce  reste 
égal  à  zéro,  on  aurait  une  équation  en  et  du  troisième  degré,  laquelle 
donnerait  les  trois  valeurs  réelles  de  et ,  correspondantes  à  la  même 
valeur  de  /3  ,  et  ainsi  de  suite. 
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en  vpiniE  m. 

JSoiu'elle  méthode  pour  approcher  des  racines  des  équations 

numériques. 

18.  Ooit  l'équation 

Axm  -f-  XSx'-'  -f-  Cxm~>  +  etc.  +  K  =  o (a), 

et  supposons  qu'on  ait  déjà  trouvé  par  la  méthode  précédente,  ou  au- 
trement, la  valeur  entière  approchée  d'une  de  ses  racines  réelles  et  po- 
siti\i's-  soit  cette  première  valeur  p,  en  sorte  que  l'on  ait  X  >  p  et 

x  <  p  -f-  i  ,  on  fera  xz=p-\-  -  ;    et  substituant   cette    valeur    dans 

l'équation  proposée,  à  la  place  de  x,  on  aura,  après  avoir  multiplié 
toute  l'équation  par  jm;  et  ordonné  les  termes  par  rapport  à  j',  une 
équation  de  celle  forme 

A>'m  +  B>m—  +  C>m-2  -f-  etc.  -f-  K'  =  o (b). 

Or  ,  comme  (hjp.)  ,  -  >  o  et  <  i ,  on  aura  j  >  1  ;  donc  l'équation 

(b)  aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  plus  grande  que 
L'unité. 

On  cherchera  donc,  par  les  méthodes  du  chapitre  Ier,  la  valeur  en- 
tière approchée  de  cette  racine;  et  comme  celte  racine  doit  être  néces- 
sairement positive,  il  suffira  de  considérer^  comme  positif  (n°  4). 

Ayant  trouvé  la  valeur  entière  approchée  dej",  que  je  nommerai  7, 

on  fera  ensuite^'  =  «74-  -,  et  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équa- 
tion (Z>),  on  aura  une  troisième  équation  en  z  de  cette  forme, 

AV  +  B"zm—  +  CV—  +  etc.  +  K"  =  o (c)  , 

laquelle  aura  nécessairement,  au  moins,  une  racine  réelle  plus  grande 
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rfue  l'unité  ,  dont  on  pourra  trouver  de  même  la  valeur  entière 
approchée. 

Cette  valeur  approchée  de  z  étant  nommée  r,  on  fera  z  =  r  -f-  -; 

et  substituant,  on  aura  une  équation  en  m,  qui  aura  au  moins  une 
racine  réelle  plus  grande  que  l'unité,  et  ainsi  de  suite. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  approchera  toujours  de  plus 
en  plus  de  la  valeur  de  la  racine  cherchée  ;  mais  s'il  arrive  que  quel- 
qu'un des  nombres/?,  q,  etc.,  soit  une  racine  exacte,  alors  on  aura 
,r=:» ,  ou  r  =  q,  etc.,  et  l'opération  sera  terminée  ;  ainsi,  dans  ce 
«;as,  on  trouvera  pour  x  une  valeur  commensurable. 

Dans  tous  les  autres  cas ,  la  valeur  de  la  racine  sera  nécessairement 
incommensurable ,  et  l'on  pourra  seulement  en  approcher  aussi  prés 
qu'on  vomira. 

19.  Si  l'équation  proposée  a  plusieurs  racines  réelles  positives  ,  on 
pourra  trouver,  par  les  méthodes  exposées  dans  le  chapitre  1er,  la 
valeur  entière  approchée  de  chacune  de  ces  racines;  et  nommant  ces 
valeurs  p ,  p,  p",  etc. ,  on  les  emploiera  successivement  pour  appro- 
cher davantage  de  la  vraie  [valeur,  de  chaque  racine ,  il  faudra  seule- 
ment remarquer, 

i°.  Que  si  les  nombres  p,  p',  p",  etc.,  sont  tous  différons  l'un  de 
l'autre,  alors  les  transformées  (b),  (c) ,  etc.,  du  numéro  précédent, 
n'auront  chacune  qu'une  seule  racine  réelle  et  plus  grande  que  l'unité  ; 
car  si ,  par  exemple  ,  l'équation   (£)  avait  deux  racines  réelles  plus 

grandes  que  l'unité,  telles  que  y'  et  y",  on  aurait  donc   x  =  p  -f-  -L 

et  x  =  p  H âl  ^e  sorte  que  ces  deux  valeurs  de  x  auraient  la  même 

valeur  entière  approchée  p  contre  l'hypothèse  :  il  en  serait  de  même  si 
l'équation  (c) ,  ou  quelqu'une  des  suivantes,  avait  deux  racines  réelles 
plus  grandes  que  l'unité. 

De  là  il  suit  que,  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  entières  ap- 
prochées <7,  /',  etc.,  des  racines  des  équations  (b) ,  (c),  etc.,  il  suf- 
fira de  substituer  successivement  à  la  place  de^,  z,  etc.,  les  nombres 
naturels  positifs  1,2,  3,  etc.,  jusqu'à  ce  que  Ton  trouve  deux  substi- 
tutions consécutives  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  (n°  6). 

20.  Que  s'il  y  a  deux  valeurs  de  x  qui  aient  la  même  valeur  entière 
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approchée  p,  en  employant  cette  valeur,  l'équation  (ù)  aura  aussi  deux 
racines  plus  grandes  que  l'unité,  et  si  leur  valeur  entière  approchée  est 
la  même,  l'équation  (c)  aura  encore  deux  racines  plus  grandes  que 
l'unité,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  équation 
dont  les  deux  racines,  plus  grandes  (pie  l'unité,  aient  des  valeurs  en- 
tières approchées  différentes  ;  alors  chacune  de  ces  deux  valeurs  don- 
nera une  suite  particulière  d'équations  qui  n'auront  plus  qu'une  seule 
racine  réelle  plus  grande  que  l'unité. 

En  effet  ,  puisqu'il  y  a  deux  valeurs  différentes  de  X  qui  ont  la 
même  valeur  entière  approchée  p,  ces  deux  valeurs  seront  représen- 
tées par^>-{~-  '■>  de  sorte  qu'il  faudra  que  y  ait  nécessairement  deux 

valeurs  réelles  plus  grandes  que  l'unité  :  et ,  si  ces  deux  valeurs  de  y 
ont  la  même  valeur  approchée  «7,  il  faudra  de  nouveau  qu'en  faisanl 

y=q-\--,  z  ait  deux  valeurs  différentes  plus  grandes  que   l'unité. 

et  ainsi  de  suite. 

Mais,  si  les  valeurs  entières  approchées  de^'  étaient  différentes,  alors 

nommant   ces  valeurs  y  et  </',   on  ferait  'successivement  y  =  a  -f-   ' 

et  ^  =  7' -f- -  ;  il  est  clair  que  z,  dans  l'une  et  l'autre  de  ces  deux 

suppositions,  n'aurait  plus  qu'une  seule  valeur  réelle  plus  grande  que 
l'unité,  autrement  les  valeurs  de  y,  au  lieu  d'être  seulement  doubles, 
seraient  triples  ou  quadruples,  etc. 

Donc,  quand  on  sera  parvenu  à  une  transformée  dont  les  deux  ra- 
cines, plus  grandes  que  l'unité,  auront  des  valeurs  entières  différentes 
on  sera  assuré  que  les  autres  transformées  résultantes  de  chacune  de 
ces  deux  valeurs,  n'auront  plus  qu'une  seule  racine  plus  grande  que 
l'unité.  Quant  à  la  manière  de  trouver  les  valeurs  entières  approchées 
p,  q,  etc.,  lorsqu'elles  répondent  à  plus  d'une  racine,  voyez  ci-après 
Chap.  VI,  art.  iv. 

On  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  le  cas  où  il  y  aurait  dans 
l'équation  (a)  trois  racines,  ou  davantage,  qui  auraient  la  même  valeur 
entière  approchée. 

20.  Nous  avons  supposé  dans  le  n°  18  que  les  racines  cherchées 
étaient  positives 3  pour  trouver  les  négatives,  il  n'y  aura  qu'à  mettre 
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—  x  à  la  place  de  x  dans  l'équation  proposée,  et  l'on  cherchera  de 
même  les  racines  positives  de  cette  dernière  équation  :  ce  seront  les 
racines  négatives  de  la  proposée  (n°  4)- 

Quant  aux  racines  imaginaires  qui  sont  toujours  exprimées  par 
a_j_^3y/ — i5  nous  avons  donné,  dans  le  chapitre  II,  le  moyen  de 
trouver  les  équations  dont  a.  et  /3  sont  les  racines  ;  ainsi  il  n'y  aura 
qu'à  chercher  les  racines  réelles  de  ces  équations,  et  l'on  aura  la  valeur 
de  toutes  les  racines  imaginaires  de  l'équation  proposée. 

ai.  Pour  faciliter  les  suhstitutions  (n°  18)  de  p-\ — ,  au  lieu  de  x, 

de  q  -| —  ,  au  lieu  de  y,  etc.,  il  est  bon  de  remarquer  que  les  coefli- 

cieus  de  la  transformée  (b)  peuvent  se  déduire  immédiatement  de  ceux 
de  l'équation  (a)  en  cette  sorte  : 

A'  =  Apm  +  \'pm-'  -f-  Cpm~*  +  Dp"—3  -f-  etc., 

B'  =  mApm~l  -f-  (m — i)  B/y-*  +  (m  —  2)  C//"-'  -f-  etc., 

C  _  mim-j)    Apn-a  +    t>-.M»«-:0    B/;0,_3  +  ^ 

etc. 

On  aura  de  même  ceux  de  la  transformée  (c)  par  ceux  de  la  transfor- 
mée (b),  en  mettant  dans  les  formules  précédentes  q  à  la  place  de  p, 
A",  B",  C",  etc.  à  la  place  de  A',  B',  C,  etc.  et  A',  B',  C.  etc.  à  la  place 
de  A,  B,  C,  etc. ,  et  ainsi  de  suite. 

De  là,  il  est  évident  que  le  premier  coefficient  A'  ou  A",  etc.  ne  sera 

jamais  nul,  à  moins  que  le  nombre  p  ou  q,  etc.  ne  soit  une  racine 

exacte,  auquel  cas  nous  avons  vu  que  la  fraction  continue  se  termine 

à  ce  nombre  (n°   18).  En  effet,  si  A'=o,  ou  A"=o,  etc.,  on  aura 

y  =  00  ,  ou  z  =  co  ;  donc  x  =  p,  ou/  =  (/,  etc. 

22.  Soient  donc  p,  q,  r,  s,   l,  etc.   les  valeurs  entières  approchées 
des  racines  des  équations  (a),  (Z»),  (c),  etc.,  en  sorte  que  l'on  ait 


x  =  p  +  lv>    y  =  7  +  \,     s  =  r+i7'  elc- » 

substituant  successivement  ces  valeurs  dans  celle  de  x,  on  aura 

x  =  p  H r 

q  -\ 


r    +     ■ 


s  -j-  etc. 
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Ainsi  la  valeur  de  x,  c'est-à-dire  de  la  racine  cherchée,  sera  exprimée 
par  une  fraction  continue.  Or,  on  sait  que  ces  sortes  de  fractions 
donnent  toujours  l'expression  la  plus  simple,  et  en  même  temps  la 
plus  exacte  qu'il  est  possihle  d'un  nombre  quelconque,  rationnel  ou 
irrationnel. 

Ilujgens  paraît  être  le  premier  qui  ait  remarqué  celte  propriété  des 
fractions  continues,  et  qui  en  ait  fait  usage  pour  trouver  les  fractions 
les  plus  simples,  et  en  même  temps  les  plus  approchantes  d'une  frac- 
tion quelconque  donnée.  (  Voyez  son  Traité  de  Aulomato  planetario.) 

Plusieurs  habiles  géomètres  ont  ensuite  développé  davantage  cette 
théorie,  et  eu  ont  fait  différentes  applications  ingénieuses  et  utiles; 
mais  on  n'avait  pas  encore  pensé,  ce  me  semhle,  à  s'en  servir  dans  la 
résolution  des  équations. 

23.  Maintenant,  si  on  réduit  les  fractions  continues 

7>      P  +  \,       />  +  J  +  7.,elc. 

eu  fractions  ordinaires,  on  aura  en  faisant 

et  =.  p  ,  a'  =  i , 

(B  =  qct  -f-  i  ,                    fi'  =  qa!  =  q , 

y   =  r/3  -f-  *,                   y'   =  rp  -f-  a', 

£  =  sy  +  /S,                  S'  =  sy'  +  /3', 

etc.,  etc.; 

on  aura,  dis-je,  cette  suite  de  fractions  particulières  : 

±      L      y.      L 

«''      6''      y      r>  ctc-' 

lesquelles  seront  nécessairement  convergentes  vers  la  vraie  valeur  de  a:, 
et  dont  la  première  sera  plus  petite  que  cette  valeur,  la  seconde  sera 
plus  grande,  la  troisième  plus  petite,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  la 
valeur  cherchée  se  trouvera  toujours  entre  deux  fractions  consécutives 
quelconques  :  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  déduire  de  la  nature  même  de  la 
fraction  continue,  d'où  celles-ci  sont  tirées. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  a,  /S,  y,  etc.,  et  a',  /3', 
y',  etc.  sont  toujours  telles  que  /3a' — a;S'=:  i,  fiy' — yfi'  =  i, 
Sy — yê'=  i,  etc.;  d'où  il  s'ensuit, 

i°.  Que  ces  fractions  sont  déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes: 

4 


26  DE   LA.  RESOLUTION 

car  si  y  et  y',  par  exemple,  avaient  un  commun  diviseur  autre  que 
l'unité,  il  faudrait,  en  vertu  de  l'équation   /2j'  —  >J@'  =  i ,  que  l'unité 
fût  aussi  divisible  par  ce  même  diviseur. 
2°.  Qu'on  aura 

&  *  —  _i_  t  —  ±-  ^  _  >  _  J_        oir 

de  sorte  que  les  fractions  —,  77,  ^7,  etc.  ne  peuvent  jamais  différer  de 
la  vraie  valeur  de  x  que  d'une  quantité  respectivement  moindre  que 
_— .  — - -    —;-,  etc.  ;  d'où  il  sera  facile  de  îuger  de  la  quantité  de  l'ap- 

a/5  '  6  y  '  y  S  '  '    D  *  l 

proximation. 

En  général ,  puisque  /S'  >  a',  y*  >  jS',  etc. ,  on  aura 


1    ^       1  11 


Ta.  *>  va7?         «'»  *>  tt~.'  5  etCi  > 


d'où  l'on  voit  que  l'erreur  de  chaque  fraction  sera  toujours  moindre 
que  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  la  même  fraction. 
3°.  Que  chaque  fraction  approchera  de  la  valeur  de  X,  non-seule- 
ment plus  que  ne  fait  aucune  des  fractions  précédentes,  mais  aussi 
plus  que  ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction  quelconque  qui  aurait 

un  moindre  dénominateur.  En  effet,  si  la  fraction  —,  par  exemple, 
approchait  plus  que  la  fraction —, ,  y'  étant  >/*',  il  faudrait   que  la 

jv  fc  _ 

quantité  —,  se  trouvât  entre  ces  deux  —,  et -=j ;  donc  —,  —  —  <  37 ;<  -rpi 

1  ^  y         à  f.  y  à  y         y'd 

et  >  o ;  donc  py' — ft'y  <  j?  <  1,  et  >  o;  ce  qui  ne  se  peut,  puisque 
y,  y',  (t,  [à!  sont  des  nombres  entiers. 

■il\.  Les  fractions  —,,w,  ^r ,   etc.    peuvent    être  appelées   fractions 

principales,  parce  qu'elles  convergent  le  plus  qu'il  est  possible  vers 
la  valeur  cherchée;  mais,  quand  les  nombres/?,  q,  r,  etc.  diffèrent  de 
l'unité,  on  peut  encore  trouver  d'autres  fractions  convergentes  vers  la 
même  valeur,  et  qu'on  appellera,  si  l'on  veut,  fractions  secondaires. 

Par  exemple,  si  r  est  >  1 ,  on  peut,  entre  les  fractions  -,  et  77, qui 
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sont  toutes  deux  moindres  que  la  valeur  de  x,  insérer  autant  de  frac- 
tions secondaires  <ju  il  y  a  d'unités  dans  ;• — 1,  en  mettant  successive- 
ment 1,  2,3,  etc.  r — 1,  au  lieu  de  r.  De  cette  manière,  à  cause  de 

3,  =/$  +  «,   et  ^'=/,jS'+a',  on  aura  celte  suite  de  fractions 

a  /S  +  <*  2.3   4-   "  3S   +   «£  r3   -f-    a 

etc. 


*>       &  +  *'>       2.â'  +  a''        3/3' 4-*''  1/+*'' 

dont  les  deux  extrêmes  sont  les  deux  fractions  principales  —, ,  —, ,  et 

dont  les  intermédiaires  sont  des  fractions  secondaires. 

Or,  si   ou    prend   la  différence  entre  deux   fractions   consécutives 

1  i        ...        •.  .       2/3  -f-  «        3/3  +  « 

quelconques  de  cette  suite  ,  comme  entre  —7— — 7  et  7771— ! — 7 ,  on  trou- 
11  2£  -f-  "■         3p  -f-  a  ' 

vera     r,     — ,      ,  ,        ,.  ;  de  sorte  que  cette  différence  sera  toujours 

positive,  et  ira  en  diminuant  d'une  fraction  à  l'autre;   d'où  il  suit 

que  comme  la  dernière  fraction  —  est  moindre  que  la  vraie  valeur  de 

la  fraction  continue ,  les  fractions  dont  il  s'agit  seront  toutes  plus 
petites  que  cette  valeur,  et  seront  en  même  temps  convergentes  vers 
cette  même  valeur. 

On  fera  le  même  raisonnement  par  rapport  à  toutes  les  autres  frac- 
tions principales  ;  et  si  on  ajoute  à  ces  fractions  les  deux  fractions  - 
et  £,  dont  la  première  est  toujours  plus  petite,  et  dont  la  seconde  est 
plus  grande  que  toute  quantité  donnée,  on  pourra  former  deux  séries 
de  fractions  convergentes  vers  la  valeur  cherchée,  dont  l'une  contiendra 
toutes  les  fractions  plus  petites  que  cette  valeur,  et  dont  l'autre  con- 
tiendra toutes  les  fractions  plus  grandes  que  la  même  valeur. 

Fractions  plus  petites. 


o  1  2  3 

7'       7'       7' 


7'elc"'       7 (5)' 


fi  +  *  2,3   4-   a  3/3  -f-  a  rfi    4-  et  /  y  \ 

*'+«'>  2/S'+*'>  3/3'  +  «''    elC-'  rfi'  +  et'  -  '  '  V  y'  )  ' 

*  +  y  2<r  4-  y  3^  4-  }  tf  +  Y  /i\ 

J'4-y"        2<T4-y''        3^+y'  '       tF+?'"\7J> 

etc. 

4.. 
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Fractions  plus  grandes. 
i  a  4-  '  a«  4-  i  3a  4-  i  y«  +  i         /  fi '  \ 

ô'  a'+    l'  2*'+    i'  3ZIP75    CtC''         ?tt'+   ï  '"\fl/> 

y  +   fi  2y  +   fi  3y   +  fi  sy  +    fi  /£\ 

y'+/3',  2y'+/B"  3y'+/î"  '  «y'  +   /S'  '  *  '   \}'  J> 

etc. 

Quant  à  la  nature  de  ces  fractions,  il  est  facile  de  prouver,  comme 
nous  l'avons  fait  par  rapport  aux  fractions  principales,  i°.  que  chacune 
de  ces  fractions  sera  déjà  réduite  à  ses  moindres  termes;  d'où  il  suit 
que  comme  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  vont  en  augmen- 
tant, ces  fractions  se  trouveront  toujours  exprimées  par  des  termes  plus 
grands  à  mesure  qu'elles  s'éloigneront  du  commencement  de  la  série. 
2e.  Que  chaque  fraction  de  la  première  série  approchera  de  la  valeur 
de  x  plus  qu'aucune  autre  fraction  quelconque  qui  serait  moindre  que 
cette  valeur,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit  que  celui  de  la 
même  fraction  ;  et  que,  de  même,  chaque  fraction  de  la  seconde  série 
approchera  plus  de  la  valeur  de  x  que  ne  pourrait  faire  toute  autre 
fraction  qui  serait  plus  grande  que  cette  valeur,  et  qui  aurait  un  déno- 
minateur plus  petit  que  celui  de  la  même  fraction. 

En  effet,  s'il  y  avait  une  fraction  comme  —,  plus  petite  que  ta  valeur 
de  x,  et  en  même  temps  plus  approchante  de  cette  valeur  que  la  frac- 
tion     ,       *,   par  exemple,   en  supposant   3$ '+  a  >/w',  il  faudrait 
3/3  ■+■  * 

(à  cause  que  la  fraction  —  est  plus  grande  que  la  valeur  dont  il  s'agit) 

..u.  „  ,•■  .     ,      3fi   -\-   ce  fi 

que  la  quantité  ^  se  trouvât  entre  les  deux  quantités  ôg-j^  ct  pî 

,  ,  .     ,    ft  3/3   -f-   a    ,  •.*, 

donc  la  quantité  —  —  3  ,  .     ,  devrait  être 

fi  3/3    -f-   a  fia  —  ttff 


<-    tL    _    ^    -r   "    <*        r~         -'-     ,     <- 
v"»     a»  ■*■?  _i '    ^     a' fia' -L.  ~'1     ^» 


fit  3C-t-«'     **»     fi'(3fi'+  •')     ^     /3'(3^-f-«')' 

donc  il  faudrait  que  ,u(3/3'4-a')  —  ^'(3/3  +  a)  fût  <£  <  i  ;  ce  qui 

ne  se  peut. 

Au  reste,  il  peut  arriver  qu'une  fraction  d'une  série  n'approche  pas 
si  près  qu'une  autre  de  l'autre  série,  quoique  conçue  en  termes  moins 
simples;  mais  cela  n'arrive  jamais  quand  la  fraction  qui  a  le  plus  grand 
dénominateur  est  une  fraction  principale  (n*  23). 
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Applications   des   Méthodes   précédentes   à   quelques 

Exemples. 

23.  J  e  prendrai  pour  premier  exemple  l'équation  que  Newton  a 
résolue  par  sa  méthode ,  savoir  : 

X2  2JC    S    =    O. 

Je  commence  par  chercher  par  les  formules  du  n°  8  l'équation  en  u 
qui  résulte  de  cette  équation;  je  fais  donc  m  =  3,  A  =  o,  B  =  —  2, 

3  2 
C  =  5;  j'aurai  n=-^-  =  3,  A,  =  o,   A,  =  4,   A3=  iJ,    A4=8, 

As=5o,  A6=9i;  donc  <z,=  ia,  ^=72,0,= — 1^97 ,  et  de  là 
a=  12,  Z>  =  3G,  c  =  —  643;  de  sorte  que  l'équation  cherchée  sera 

t/3 I2U*-f-  3Gu  -f-  643  =  o. 

Comme  cette  équation  n'a  pas  les  signes  alternativement  positifs  et 
négatifs,  j'en  conclus  sur-le-champ  que  l'équation  proposée  a  néces- 
sairement deux  racines  imaginaires ,  et  par  conséquent  nue  seule 
réelle  (n°   16). 

Ainsi  les  nomhres  à  suhslituer  à  la  place  de  x,  seront  les  nombres 
naturels  o,  1,  2,  3,  etc.  (n°  G). 

Je  suppose  d'ahord    x  positif,  et  je  cherche  la  limite  des  valeur.-. 

de  x  par  les  méthodes  du  n°  12,  je  trouve  \/i-\-  \/5  <  3;  ainsi  3 
sera  la  limite  cherchée  en  nomhres  entiers;  de  sorte  qu'il  suflira  de 
faire  successivement  x=o,  =1,  =2,  =3;  ce  qui  donnera  ces  ré- 
sultats :  — 5,  — G,  —  1 ,  -f-  1 G  ;  d'où  l'on  voit  que  la  racine  réelle 
de  l'équation  proposée,  sera  entre  les  nomhres  2  et  3  ;  et  qu'ainsi  a 
sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  cette  racine  (n°  2). 
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Je  fais  maintenant,  suivant  la  méthode  du  chapitre  III,  Jî=2-j-  "» 
j'ai,  en  substituant  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  ày,  l'équation 

y3 —   ioja —  Gy  —  i   =  o, 

dans  laquelle  j'ai  [changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme 
positif. 

Cette  équation  aura  donc  nécessairement  une  seule  racine  plus  grande 
que  l'unité  (n°  19);  de  sorte  que  pour  en  trouver  la  valeur  approchée, 
il  n'y  aura  qu'à  substituer  les  nombres  o,  1,  2,  5,  etc.  jusqu'à  ce  que 
l'on  trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des  résultats 
de  signes  contraires. 

Pour  ne  pas  faire  beaucoup  de  substitutions  inutiles,  je  remarque  qu'en 
faisant  j  =  o,  j'ai  un  résultat  négatif,  et  qu'en  faisant  y  =  10,  le  ré- 
sultat est  encore  négatif;  je  commence  donc  par  le  nombre  10,  et  je 
fais  successivement  y=io,  =  11,  etc.,  je  trouve  d'abord  les  résul- 
tats —  61,  -f-54>  ete-5  d'où  je  concms  que  la  valeur  approchée  de  y 
est  10;  donc  «7  =  10. 

Je  fais  donc  y=  10  +  ^,  j'aurai  l'équation 

Gis3 —  gfs1 —  20Z  —  1  =  0; 

et  supposant  successivement   z  =  I,  =2,  etc.,   j'aurai   les    résultats 
—  54 ,  -+-  71,  etc.  ;  donc  r  =  1 . 
Je  fais  encore  s  =  1  -1 — ,  j'aurai 


54"3-f-  25u* —  8gu  —  61   =0; 

et  supposant  z/=i,  =  2,  j'aurai  les  résultats  — 71,  -f- 2g3 ,  etc.: 
donc  s  =  1 ,  et  ainsi  de  suite. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  trouvera  les  nombres  2,  10, 
1,  1,  2,  1,  3,  1,  1,  12,  etc.,  de  sorte  que  la  racine  cherchée  sera 
exprimée  par  cette  fraction  continue 


x 


.o  +  I 


-+- 


1 


2  -f-  etc.; 
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d'où  l'on  tirera  les  fractions  (n°  23) 


,  i 

i  :  i 

1 55 

5-6 

:3i 

1 ion 

|P  i  '  ■ 

etc 

ai  ' 

53' 

:4  ' 

2^5 

349 

Uj4  ' 

W 

lesquelles  seront  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 
valeur  Je  x. 

La  dernière  fraction  *-£*£■  est  plus  grande  que  la  racine  cherchée; 

mais  l'erreur  sera  moindre  que     «o-;  (n°  23,  a0.),  c'est-à-dire  moindre 

que  o,oooooooi(33  ;  donc,  si  on  réduit  la  fraction  '  en  fraction  dé- 

cimale, elle  sera  exacte  jusqu'à  la  septième  décimale  :  or,  en  faisant  !a 

division,  on  trouve  2,09 pJi  4865 :  ainsi  la  racine  cherchée  sera 

entre  les  nombres  2,09  j  Ï5  1  j /)  et  2,09/p-Ji  17- 

Newton  a  trouvé  par  sa  méthode  la  fraction  2,og.fjJi47  {voyez  sa 
Méthode  des  suites  infinies);  d'où  l'on  voit  que  celle  méthode  donne 
dans  ce  cas  un  résultat  fort  exact  :  mais  on  aurait  tort  de  se  promettre 
toujours  une  pareille  exactitude. 

26.  Quant  aux  deux  autres  racines  de  la  même  équation,  nous 
avons  déjà  vu  qu'elles  doivent  être  imaginaires  :  néanmoins,  si  on  vou- 
lait en  trouver  la  valeur,  on  le  pourrait  par  la  méthode  du  n"  1-. 

Pour  cela,  on  reprendra  l'équation  en  v  trouvée  ci-dessus,  et  en  y 
changeant  u  en  — w,  et  changeant  ensuite  tous  les  signes,  on  aura 

îv5-f-   12W  -f-  36w  —  643  =  o, 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  chercher  une  racine  réelle  et  positive  de 
celte  équation.  Or,  puisqu'elle  a  son  dernier  ternie  négatif,  elle  aura 
nécessairement  une  telle  racine,  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  en- 
tière la  plus  approchée  par  la  substitution  successive  des  nombres  na- 
turels o,  1,  2,  3,  etc.  (n°  3).  En  cilét,  en  faisant  tv  =  5,  on  aura  le 
résultat  — 38,  et  en  faisant  wz=6,  on  aura  +221;  ainsi  la  valeur 
entière  la  plus  approchée  de  la  racine  positive  de  cette  équation  sera  5. 

On  fera  donc  maintenant  w  =  5-\-  -,  et  en  substituant,  on  aura  , 
après  avoir  changé  les  signes, 

38u3 —  23UZ1 —  27M  —   1=0. 
Faisant  successivement  «  =  o,  1,  2,  etc.,  on  trouvera  pour  «  =  (>  et 
u  =  -  les  résultats   — 271,  -f-iSaj;  donc  G  sera   la  valeur  entier» 
approchée  de  u. 
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On  fera  donc  m  =  6 H — ,  et  l'on  aura,  en  substituant  et  changeant 

les  signes, 

27  ixs —  i3o5x" —  f\53x  —  38  =  o. 

En  faisant  successivement  .r  =  o,  1,  2,  etc.,  on  trouvera  des  résultats 
négatifs  jusqu'à  la  supposition  de  x  =  6,  qui  donne  8887  pour  résultat  ; 
de  sorte  que  5  sera  la  valeur  entière  approchée  de  x. 

On  fera  donc  x  =  5  -i — ,  substituant  et  réduisant,  on  aura 

y 
io53/3 —  6822^* —  2760/  —  271  =0, 

et  l'on  trouvera  6  pour  la  valeur  approchée  de^',  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière,  on  approchera  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  w, 
laquelle  se  trouvera  exprimée  par  la  fraction  continue 

w  =  5  -f- 


6  + 


5  +  6  +  etc.  ; 


d'où  l'on  tire  ces  fractions  particulières 

5        3r         160        qqt 

ï'     o'    17'     193'    eic- 

Connaissant  ainsi  w,  on  aura  (u°  1 7)/3  =  -~;  ainsi  on  connaîtra  /3. 

On   substituera    maintenant    a-j- (2\/ — 1    à    la   place  de   x  dans 

l'équation  proposée  ;  et  faisant  deux    équations  séparées    des    termes 

tout  réels,  et  de  ceux  qui  sont  affectés  de  y/ —  1,  on  aura  les  deux 

équations 

a3__  (3j8»  +  2)  a.  —  5  ==  o, 

3a*  —  /3a  —  2  =  o. 

On  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  équations  ' 
et  on  poussera  seulement  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un 
reste  où  a.  ne  se  trouve  qu'à  la  première  puissance  (numéro  cité);  ce 

reste  sera — -  a  —  5,  lequel  étant  fait  =0,  donnera 


Ainsi  on  aura  la  valeur  des  deux    racines  imaginaires   a-f-/3^/ — 1, 
et  oc  —  j8\/ —  1   de  l'équation  proposée. 
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27.  Prenons  pour  second  exemple  l'équation 

•*3—  Zx  +  7  =  °- 

<  hi  aura  encore  ici  w  =  3,  et  par  conséquent  n=3;  ensuite  A  =  o, 
B  =  —  7,  C  = —  7;  d'où  A,  =  o,  Aa=i4,  A3  = —  21,  A4  =  98, 
Aô  =  — 2/p,  A6  =  833;  et  delà,  a,=  '\2,  at  =  882,  ^=18669, 
et  enfin  a=.j2,  b=z!y\\,  c=4g;  de  sorte  que  l'équation  en  u  sera 

v3 —  421*' +  44,u  —  49  =  °- 

Puisque  les  signes  de  celte  équation  sont  alternatifs ,  c'est  une 
marque  que  la  proposée  peut  avoir  toutes  ses  racines  réelles  (11°  iG); 
et  comme  d'ailleurs  cette  équation  n'est  point  divisible  par  u,  il  s'en- 
suit que  l'équation  en  x  n'aura  point  de  racines  égales  (n°  i5). 

On  fera  maintenant  (n°  1 1)  v=  -,  et  ordonnant  l'équation  par  rap- 
port à  y ,  on  aura 

J3-  97*+  t\J  —  £  =  <>■ 

Le  plus  grand  coellicient  négatif  étant  g,  on  pourrait  prendre  /=  10 
(n°  12);  mais  on  peut  trouver  une  limite  plus  rapprochée  en  cherchant 
le  plus  petit  nombre  entier  qui  rendra  positives  ces  trois  quantités 

3Z»  — 18/  -h  îi, 

3/-   9; 

et  on  trouvera  que  £=9  satisfait  à  ces  conditions  ;  de  sorte  qu'on  aura 
£=3  (n°  1 1),  et  par  conséquent  A  =  j. 

On  mettra  donc  (n°  i3,  2°.)  dans  l'équation  proposée  5  à  la  place 

de  jc,  ce  qui  la  réduira  à  celle-ci: 

x3  —  ()3x  -f-   1 89  =  o , 

dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  nombres  naturels 
o,  1,  2,  etc.  à  la  plaie  de  oc.  Or,  suivant  la  méthode  du  n°  i3  (3°.), 
on  trouve  que  la  série  des  résultats  ne  contient  que  deux  variations  de 
signes,  lesquelles  répondent  à  ar  =  43  5,  6;  de  sorte  que  l'équation 
proposée  n'aura  que  deux  racines  positives,  lesquelles  tomberont, 
l'une  entre  les  nombres  *  et  f,  et  l'autre  entre  les  nombres  §  et  f  ; 
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d'où  l'on  voit  que  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  l'une  et  de 
l'autre  sera  i  (n°  2). 

Faisons  maintenant  x  négatif  pour  avoir  aussi  les  racines  négatives 
(n'J  4),  et  l'équation  se  changera  en 


laquelle  ayant  son  dernier  terme  négatif,  aura  sûrement  une  racine 
positive  (n*  3),  et  il  est  clair  qu'elle  n'en  aura  qu'une  seule,  puisque 
nous  avons  déjà  trouvé  les  deux  autres  ;  ainsi  on  pourra  d'abord  trou- 
ver la  valeur  entière  approchée  de  cette  racine,  en  substituant  à  la 
place  de  x  les  nombres  0,  1,2,  etc.  jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  deux 
substitutions  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  (u°  3)  :  or, 
ou  trouve  que  ces  substitutions  sont  x  =  3  et  x  =4;  de  sorte  que  3 
sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  x  dans  l'équation  précé- 
dente, et  par  conséquent  de  — x  dans  la  proposée. 

Ayant  ainsi  trouvé  que  l'équation  a  trois  racines  réelles,  deux  posi- 
tives et  une  négative,  et  ayant  trouvé  en  même  temps  leurs  valeurs 
entières  approchées,  on  pourra  approcher  autant  qu'on  voudra  de  la 
vraie  valeur  de  chacune  d'elles  par  la  méthode  du  chapitre  III. 

Considérons  d'abord  les  racines  positives ,  et  faisons  dans  l'équation 

j:' —  ~x  -f-  ~  =  o  ,  jr  =iH — ,  elle  deviendra  celle-ci  : 
'  '  y 

laquelle,  à  cause  que  1  est  la  valeur  approchée  de  deux  racines,  aura 
nécessairement  (n°  19,  20.)  deux  racines  plus  grandes  que  l'unité. 

J'essaie  d'abord  si  je  peux  trouver  les  valeurs  approchées  de  ces 
deux  racines  par  la  substitution  des  nombres  entiers  o,  1,  2,  etc.,  et 
comme  il  n'y  a  que  le  terme  4/1  de  négatif,  il  suffira  (n°  i3,  i°.)  de 
pousser  les  substitutions  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  j/3  =  ou  >  ttf*\  c'est-à- 
dire  jusqu'à y=-\  :  or,  en  faisant  y=.o,  1,  2,  3,  4>  j 'ai  les  résultats 
1,  1,  — 1,  1,  i3;  d'où  je  conclus  que  les  racines  cherchées  sont,  l'une 
entre  les  nombres  1  et  2 ,  et  l'autre  entre  les  nombres  2  et  3  ;  de  sorte 
que  les  valeurs  approchées  de  y  seront  1  et  2. 

(lu  fera  donc,  i°.  Js=  I  -+•  -,  et  l'on  aura  s3 — 2z' — z  -f-  1=0, 

équation  qui  n'aura  plus  qu'une  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité 
(n°  ig,  2°.)  j  ainsi  on  supposera  successivement  s=  1,  2,  etc.  jusqu  à 
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ce  que  l'on  trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires  :  or,  on  trouve  que  z  =  2  donne  —  i ,  et 
2  =  3  donne  +7;  donc  2  sera  la  valeur  entière  approchée  de  z. 

On  fera  donc  2  =  2  -\ — ,  et  substituant,  l'on  aura,  en  changeant 

les  signes,  u3  —  3u" — 4" —  l  =0. 

On  supposera  de  même  u=  1,  2 ,  etc. ,  et  l'on  trouvera  que  la  valeur 
entière  approchée  de  u  sera  4- 

On  fera  u=H ,  et  ainsi  de  suite. 

2°.  On  fera  y  =  2  -f-  - ,  et  substituant  dans  l'équation  précédente 

eu  y,  on  aura,  après  avoir  changé  les  signes, 

z" -\-  z*  —  23  —   1   =0; 

cette  équation  n'aura,  comme  la  précédente  en  z,  qu'une  seule  racine 
réelle  plus  grande  que  l'unité;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  faire 
z=  1,  2,  etc.,  ce  qui  donne  les  résultats  —  1,  7;  d'où  l'on  conclut 
que  1  est  la  valeur  entière  approchée  de  s. 

On  fera  donc  z  =  1  -\ —  ,  et  l'on  aura ,  en  changeant  les  signes , 

u?  —  3u*  —  4"  —  x   =  o  ; 

d'où  Ion  trouvera,  de  la  même  manière  que  ci-dessus,  que  la  valeur 
entière  approchée  de  u  sera  4« 

Ainsi  on  fera  u  =  /  H ,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  les  deux  racines  positives  de  l'équation  proposée  seront 


X 

ss 

I 

+ 

I 

1 

I 

+  - 

2 

+ 

4 

X 

= 

1 

-h 

I 

2 

+    " 

etc. , 


.+    ' 


4  -f  etc. 

D'où  l'on  tirera,  si  l'on  veut,  des  fractions  convergentes,  comme  dans 
l'exemple  précédent  (n°'  23  et  24). 

Pour  trouver  maintenant  la  valeur  approchée  de  la  racine  négative, 

5.. 
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on  reprendra  l'équation  x3 — ~x  —  7  =  0,  dans  laquelle  on  a  déjà 

trouvé  que  la  valeur  entière  approchée  est  3  ;  ainsi  on  fera  a?=  3  -\ — , 

ce  qui  donnera ,  en  changeant  les  signes, 

f—  20jKa—  97  —    1   =  o; 

et  comme  cette  équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle  plus 
grande  que  1  (n°  19,  20.),  on  en  trouvera  la  valeur  approchée  en  faisant 
j-sssï,  2,  etc.  jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  deux  résultats  consécutifs 
de  signes  contraires,  ce  qui  arrivera  lorsque  7  =  20,  21  ;  de  sorte  que 
la  valeur  dont  il  s'a«it  sera  20. 


On  fera  donc  ^  =  20-|-  -,  etc. 

De  cette  manière,  la  racine  négative  de  l'équation  proposée  sera 


20  4- 


3   +  etc. 
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CHAPITRE  V. 


Sur  les  Racines  imaginaires. 


ARTICLE  PREMIER. 


Sur  la  manière  de  reconnaître  si  une  équation  a  des  racines 


28.  J'ai  donné,  dans  le  n°  8,  des  formules  générales  pour  déduire 
d'une  équation  quelconque  une  autre  équation  dont  les  racines  soient 
les  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équation  proposée.  <  >r 
si  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles,  il  est  évident  que  les 
carrés  de  leurs  différences  seront  tous  positifs;  par  conséquent,  L'équa- 
tion dont  ces  carrés  seront  les  racines,  et  que  nous  appellerons  doréna- 
vant, pour  abréger,  équation  des  différences;  cette  équation,  dis- je 
n'ayant  que  des  racines  positivés,  aura  nécessairement  les  signes  de  ses 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  de  sorte  que,  si  cette  condi- 
tion n'a  pas  lieu,  ce  sera  une  marque  sûre  que  l'équation  primitive  a 
nécessairement  des  racines  imaginaires. 

39.  De  plus,  comme  les  racines  imaginaires  vont  toujours  deux 
à  deux,  et  qu'elles  peuvent  >e  mettre  sous  la  forme  a-f-/3^/ —  i, 
t —  S>\/ —  1,  a  et  /3  étant  des  quantités  réelles  (voyez  la  Note  l.\): 
d  s  ensuit  que  la  différence  de  deux  racines  imaginaires  correspondantes 
sera  nécessairement  de  la  forme  ?./3\/ —  1;  de  sorte  que  le  carré  de 
cette  différence  sera  — 40%  c'est-à-dire  une  quantité  réelle  et  négative. 
Donc,  si  1  équation  proposée  a  des  racines  imaginaires,  Il  faudra  néces 
sairement  que  l'équation  des  différences  ait  au  moins  autant  de  racines 
réelles  négatives  qu'il  y  aura  découplés  de  racines  imaginaires  dans  la 
proposée. 
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3o.  Mais  il  est  démontré  (voyez  la  ]Note  A  III  )  qu'une  équation 
quelconque  ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  qu'elle  n'a  de 
changemens  de  signes,  ni  plus  de  racines  négatives  qu'elle  n'a  de  suc- 
cessions du  même  signe.  Donc,  le  nombre  des  racines  imaginaires  dans 
une  équation  quelconque  ne  pourra  jamais  être  plus  grand  que  le  double 
de  celui  des  successions  du  même  signe  dans  l'équation  des  différences. 

3i.  De  là,  et  de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus,  il  suit  que  si 
l'équation  des  différences  a  tous  ses  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs  ,  l'équation  primitive  aura  nécessairement  toutes  ses  racines 
réelles,  sinon  elle  aura  nécessairement  des  racines  imaginaires.  Ainsi 
on  pourra  toujours  juger,  par  ce  moyen  ,  s'il  y  a  ou  non  des  racines 
imaginaires  dans  une  équation  quelconque  donnée. 

ARTICLE  II, 

Où  l'on  donne  des  règles  pour  déterminer  dans  certains  cas  le  nombre 
des  racines  imaginaires  des  équations. 

3a.  Soient  a,  b,  c,  d,  etc.  les  racines  réelles  d'une  équation  quel- 
conque, et  a+/3v/ — i,  cl  —  fi[/ — i,  y-h<?\/ — i,  y — $V —  i,  etc. 
les  racines  imaginaires  ;  les  carrés  des  différences  de  ces  racines  seront 

(a  —  b)%       (a  —  c)%  (a  —  d)*,  etc., 

(£  _  c)%       {b  —  d)%  etc.,   (c  —  d)%  etc., 
—  4/3%  —  4A  etc.; 

(a_  b  +  /V-  O'i         (*  —  b  —  /V—  ON 

(*  —  c  -f-  /3v/—  i)*,  (a  —  c  —  /3v/—  i)', 

(a  _  d  -h  /3i/—  0%  (*  —  à—  W  —  i)', 

etc.; 

(y  _  a  +  jv—  0%         (y  —  a  —  «V  —  0% 
()/_  *  +  jv_  o%  (>  —  *  —  <V  —  ON 

(y    —    c   +    cT/—     l)',  (>   —    C   —    <V—    l)% 

(>  _^  +  jv—  0%  (>  -  *-*■  JV—  0% 

etc.; 
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[a  -  y  +  (â-cT)    /-   •]',  [«  -r  »  -(/3-cT)  »/-    .  \ 

[a  -  >  +  (/3+cT)  /—!]•,  [«-->■  -(/3+cT)  v/     ■  «]', 
etc. 
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lesquels  seront,  par  conséquent,  les  racines  de  l'équation  des  diffé- 
rences. 

Soit  m  le  degré  de  l'équation  proposée,  qui  est  égal  au  nombre  des 

racines   a  ,  b  ,   c,  etc. ,    a-f-  jSv/ —  i  .    a —  /3l/ —  i  ,    y  -f-  cTi/' —  i  , 

j.  —  cTy/ —  i,  etc.,  celui  de  l'équation  des  différences  sera  m  .  =n 

(n°  8)  :  soit  p  le  nombre  des  racines  réelles  a,  b ,  c,  etc.,  et  iq  celui 
des  racines  imaginaires  a-|~/3j/ — i,  a  —  /3^/ — r,  y -{- S  V' — ', 
y  —  cf  l/ —  i,  etc.;  en  sorte  que  m  =  p  -f-  -iq  ,  il  est  facile  de  voir  par 
la  table  précédente  que,  parmi  les  n  racines  de  l'équation  des  diffé- 
rences, il  y  en  aura  nécessairement  "^ de  réelles  et  positives, 

q  de  réelles  et  négatives,  et  zq(p-\-q —  i)  d'imaginaires. 

33.  Qu'on  Tasse  maintenant  le  produit  de  toutes  ces  racines,  et  il 
est  visible  que  le  produit  des  ^ racines  positives  sera  toujours  po- 
sitif, que  celui  des  q  racines  négatives  sera  positif  ou  négatif,  sui- 
vant que  le  nombre  q  sera  pair  ou  impair,  qu'enfin  le  produit  des 
iq{p~\rq  —  0  racines  imaginaires  sera  toujours  positif;  en  effet,  ces 
dernières  racines  étant  deux  à  deux  de  la  forme  (A-frB^/ — i)a 
(A  —  \\\/ —  i)%  leurs  produits  deux  à  deux  seront  de  la  forme 
(A*+L>*)%  et  par  conséquent  positifs  :  donc  le  produit  de  toutes  ces 
racines  ensemble  sera  toujours  aussi  positif. 

Donc  le  produit  total  sera  nécessairement  positif  ou  négatif,  suivant 
que  q  sera  pair  ou  impair. 

Mais  le  dernier  terme  d'une  équation  est,  comme  l'on  sait,  égal  au 
produit  de  toutes  ses  racines  avec  le  signe  -f-  ou  — ,  suivant  que  le 
nombre  des  racines  est  pair  ou  impair. 

Donc  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences,  dont  le  degré 
est  n,  sera  nécessairement  positif,  si  n  cl  q  sont  tous  deux  pairs  ou 
tous  deux  impairs,  et  négatif  si  l'un  de  ces  nombres  est  pair  et  l'autre 
impair. 

3  j.  Or,  si  n  et  q  sont  tous  deux  pairs  ou  impairs ,  n  —  q  sera  néces- 
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sairement  pair,  et  si  n  et  q  sont,  l'un  pair,   et  l'autre  impair,  n —  q 

sera   nécessairement    impair;    mais   a  cause  de  n= ,  et  de 

m=p-\-  iq ,  on  a  n  — q  =  cic ^-2qrp-{-q —  i),  de  sorte  que 

n —  q  sera  toujours  pair  ou  impair,  suivant  que  "—^- —  le  sera. 

Donc  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences  sera  nécessai- 
rement positif  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre  —?- sera  pair  ou 

impair,  c'est-à-dire,  suivant  que  le  nombre  des  combinaisons  des 
racines  réelles  de  la  proposée,  prises  deux  à  deux,  sera  pair  ou 
impair. 

35.    Supposons,  i°.  que  ce  dernier   terme  soit  positif,  il  faudra, 
en  ce  cas,  que  ^-^ soit  pair;  donc  ou  -  =  2À ,  et  ^  =  4^,  ou 

P       '  =  2À   et  p  =  4^  ~f~  *  ;    d'où    il   suit    que,   dans    ce    cas,    le 

nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  sera  nécessairement  mul- 
tiple de  4>  si  ce  nombre  est  pair,  c'est-à-dire  si  le  degré  de  l'équa- 
tion est  pair,  ou  multiple  de  4  pbis  i  si  le  degré  de  l'équation  est 
impair.  Ainsi  il  sera  impossible  que  l'équation  ait  2 ,  ou  3 ,  ou  6 , 
ou  7,  etc.  racines  réelles. 

2°.  Supposons  que  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences  soit 

négatif,  il  faudra  alors  que^- soit  impair,  donc  ou  -=  2À-f-  i, 

et  p  =  4^  +  2 ,  ou  — =  2À  -f-  i ,  et  p  =  4A  -f-  3  ;    d'où   il  suit 

que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  sera 
nécessairement  multiple  de  j  plus  2  si  le  degré  de  l'équation  est 
pair,  ou  multiple  de  4  plus  3  si  ce  degré  est  impair.  De  sorte  qu'il 
sera  impossible  que  l'équation  ait  en  ce  cas  i ,  ou  f ,  ou  5,  ou  8, 
ou  Q,  etc.  racines  réelles. 

36.  Ainsi,  par  l'inspection  seule  des  signes  de  l'équation  des  diffé- 
rences, on  sera  en  état  de  juger,  i°.  si  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  sont  réelles  ou  non  ;  2°.  si  le  nombre  des  racines  réelles 
est  un  de  ceux-ci  :  i,  4>  5,  8,  9,  12,  i3,  etc.,  ou  bien  s'il  est  un 
de  ceux-ci  :  2,  3,  6,  7,  10,  11,  etc.,  ce  qui  suffira  pour  déterminer 
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le  nombre  des  racines  réelles  et  des  imaginaires  dans  les  équations  qui 
ne  passent  pas  le  cinquième  degré,  et  dans  toutes  les  équations  où 
l'on  saura  d'avance  que  les  racines  imaginaires  ne  sauraient  être  plus 
de  quatre. 

Peut-être  qu'en  poussant  plus  loin  cette  théorie,  on  pourrait  trouver 
des  règles  sûres  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  dans  les 
équations  de  degrés  quelconques,  les  méthodes  que  l'on  a  proposées 
jusqu'à  présent  pour  cet  objet  étant  ou  insuffisantes,  comme  celles  de 
Newton,  Maclaurin,  etc.,  ou  impraticables,  comme  celles  de  Stirling 
et  de  De  Gua,  qui  supposent  la  résolution  des  équations  des  degrés 
inférieurs. 

ARTICLE  III, 

Où  l'on  applique  la  lliéorie  précédente  aux  équations  des  second , 
troisième  et  quatrième  degrés. 

3~.  Soit  l'équation  proposée  du  second  degré,  comme 
x*  —  Ax  -f-  B  =  o , 


l'équation  des  différences  sera  du  degré  — —  =  1  ;  et  on  trouvera  par  la 
méthode  du  n°  8  que  cette  équation  sera 


v  —  a  =  0 , 
où  l'on  aura 

a  =  A1—  4B. 

Ainsi  les  racines  seront  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux  imaginaires, 
suivant  que  l'on  aura  Aa — jB>o,  ou  <  o  ;  et  elles  seront  égales 
lorsque  A*=4^* 

38.  Soit  proposée  l'équation  générale  du  troisième  degré 
x3  —  Ax>  +  Bx  —  C  =  o, 

3  1 
l'équation  des  différences  sera  ici  du  degré  -^—  =3,   et  on    trouvera 

par  la  même  méthode 
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v3 —  au'  -f-  bj  —  c  =  o, 
a  =  a(A*  —  3B), 
6  •=     (A3—  38)', 

-K-V—    3B)   (B'—  3AC)  —  (9C  —  AB)* 

Donc,  pour  que  les  racines  soient  toutes  réelles,  il  faudra  que  l'on  ait, 

1°.  Aa— 3B>o, 

2o    4 (A*—  3B)  (Ba— 3AC)  — (9C  — AB)*>o. 

Si  l'une  de  ces  deux  conditions  manque,  l'équation  aura  deux  racines 


3g.    Soit   maintenant  proposée   l'équation    générale   du   quatrième 

degré 

**+  Bx1—  Cx  -f-  D  =  o, 

dont  le  second  terme  est  évanoui  pour  plus  de  simplicité;  le  degré  de 

l'équation  des  différences  sera  —  =  6  ;  de  sorte  que  cette  équation 

sera 

u6 —  au5  -f-  bu4  —  eu3  -j-  du*  — >  eu  -{- f  =.  o, 

où  l'on  trouvera  par  la  même  méthode 

a  =  —     8B, 

6  =         22B*+     8D, 

c  =  —  i8B3+  16BD -f- 26Ô, 

d  =         i~Bl  +  r-IB'D  — 7.i6Da+3.iGBf.% 

e  —  —     4B5—  ?..2-CaBa— S.2:(?D  +  3.fBDa— :....{3B3D, 

y-  —  44D3  —  a3 .  4aB4>+  4*.  3aC?BD  -f-  4»B*D  —  4C'B3  —  3SC«. 

Donc,  i°.  si  la  quantité 

4<D3—  23.4SB*D*+  f'^C'BD  +  43B'D  —  4OB3  —  3SC4 

est  négative,  la  proposée  aura  nécessairement  deux  racines  réelles  et 
deux  imaginaires;  mais  si  cette  quantité  est  positive,  alors  la  proposée 
aura  toutes  ses  racines  réelles  ou  toutes  imaginaires. 

Or,   toutes  les  racines  seront  réelles  si  les  valeurs  de  tous  les  COeffi- 
ciens  «,  l>:  c,  d,  e,J  sont  positives;  donc  elles  seront  toutes  imagi- 
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naires  si  le  dernier  coefficient  f  étant  positif,  quelqu'un  des  autres  se 
trouve  négatif. 

Supposons  donc  le  coefficient  y  positif,  en  sorte  que  Ton  ait 

4<D3  —  23 .  41B*D»+  Y  •  33OBD  +  4*B<D  —  4OB3—  33C<  >  o, 

et  on  trouvera   que  tous  les  autres  coefficicns  seront  aussi  positifs  si 
l'on  a  en  même  temps 

R  <o,       et       B4—  4D  >  o, 

et  qu'au  contraire  quelqu'un  d'eux  deviendra  nécessairement  négatif  si 

B  >  o,       ou       B1—   fD  <o. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  les  quatre  racines  de  l'équation  seront 
toutes  réelles,  et  dans  le  second  elles  seront  toutes  imaginaires. 

On  pourrait  de  même  trouver  les  conditions  qui  rendent  les  racines 
des  équations  du  cinquième  degré  toutes  réelles,  ou  en  partie  réelles 
et  en  partie  imaginaires;  mais  comme,  dans  ce  cas,  l'équation  des  dif- 

5    i 
férences  monterait  au  degré  —  =  10,  le  calcul  deviendrait  extrême- 
ment prolixe  et  embarrassant. 

ARTICLE  IV. 
Sur  la  manière  de  trouver  les  racines  imaginaires  d'une  équation. 

4o.  .Vous  avons  vu  dans  l'article  IIe  que  chaque  couple  de  racines 
imaginaires  correspondantes  a  +  /3y/ — 1,  a.  —  fiy/ — 1  donne  néces- 
sairement dans  l'équation  des  différences  une  racine  réelle  négative 
—  4/3*5  d'où  il  suit  qu'en  cherchant  les  racines  réelles  négatives 
de  cette  équation,  on  trouvera  nécessairement  les  valeurs  de  — 4/3% 
d'où  l'on  aura  celle  de  /3  à  l'aide  desquelles  on  pourra  ensuite  trouver 
les  valeurs  correspondantes  de  a,  comme  nous  l'avons  enseigné  dans 
le  u"  17;  de  sorte  qu'on  aura,  par  ce  moyen,  l'expression  de  chaque 
racine  imaginaire  de  l'équation  proposée;  ce  qui  est  souvent  néces- 
saire, surtout  dans  le  calcul  intégral.  Voici  seulement  une  observation 
qui  peut  servir  a  répandre  un  plus  grand  jour  sur  celte  théorie,  et  à 
dissiper  en  même  temps  les  doutes  qu'on  pourrait  se  former  sur  son 
exactitude  et  sa  généralité. 

6.. 
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4i.  Lorsque  les  parties  réelles  a,  y,  etc.  des  racines  imaginaires 

a  +   /S/-    i, 
*  —  $V  —  i, 

?  4-  é\/ '  —  I, 

?  —  Jv7  —  1, 

etc. 

sont  inégales  tant  entre  elles  qu'avec  les  racines  réelles  a,  b,  c,  etc., 
il  est  évident,  par  la  table  de  l'article  second  ,  que  l'équation  des 
diilérences  n'aura  absolument  d'autres  racines  réelles  négatives  que 
celles-ci  :  — 4/^%  4<^%  e^c-':  de  sorte  que  le  nombre  de  ces  racines  sera 
le  même  que  celui  des  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation 
proposée. 

Mais  s'il  arrive  que,  parmi  les  quantités  a,  y,  etc.,  il  s'en  trouve 
d'égales  entre  elles  ou  d'égales  aux  quantités  a,  b,  c,  etc.,  alors  l'équa- 
tion des  diilérences  aura  nécessairement  plus  de  racines  négatives  que 
la  proposée  n'aura  de  couples  de  racines  imaginaires. 

En  effet,  soita=a,  les  deux  racines  imaginaires  (a — a-\-(B\/ — i)*, 
(a  —  a  —  /3«/ — i)*5  deviendront  — /3",  et  — /3a,  et  par  conséquent 
réelles  négatives. 

De  sorte  que  si  L'équation  proposée  ne  contient,  par  exemple,  que 
les  deux  imaginaires  ct-\-fè\/ — i,  et  a.  —  /3</ — i,  l'équation  des 
diilérences  contiendra ,  dans  le  cas  de  a.=  a,  outre  la  racine  réelle 
négative  — 4/^%  encore  ces  deux-ci  :  — /3a,  — /3a,  égales  entre  elles. 

D'où  l'on  voit  que  lorsque  l'équation  des  diilérences  a  trois  racines 
réelles  négatives,  dont  deux  sont  égales  entre  elles,  alors  la  proposée 
peut  avoir  ou  trois  couples  de  racines  imaginaires,  ou  une  seulement. 

Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires  a.-\-(&\/ —  i, 
a  —  ^3 1/, —  ],  y  -\-  S"  y —  1,7  —  cT  \/ —  i ,  alors  l'équation  des  dif- 
férences contiendra  d'abord  les  deux  racines  réelles  négatives  — .j/S% 
—  !\è*:  ensuite  si  a  =  a,  elle  aura  encore  ces  deux-ci  :  — ,8%  — /3*  ; 
si  y  =  />,  elle  aura  de  même  ces  deux  aulres-ci  :  — S1  — cf'j  enfin  , 
si  on  avait  a  ==y,  alors  les  quatre  racines  imaginaires 

[»— >  +  (|8  — «T)/— i]»,      [*  — >-(£  — JV-i]", 
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de\  tendraient 

_(/3-eT)%    — (/3  — ^)%    -(/3  +  cT)%    -(/S +  <?)■, 

c'est-à-dire  réelles  négatives,  ou  égales  deux  à  deux. 

42.  De  là  il  est  facile  de  conclure, 

i°.  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  l'équation 
des  différences  sont  inégales  entre  elles,  alors  la  proposée  aura  néces- 
sairement autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  aura  de  ces 
racines. 

Et,  dans  ce  cas,  nommant  — w  une  quelconque  de  ces  racines,  on 

aura  d'abord  G>  =  ¥—  ;  cette  valeur  étant  ensuite  substituée  dans  les 

deux  équations  (II)  du  11°  17,  on  cherchera  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  en  poussant  la  division  jusqu'à  ce  (pie  l'on  parvienne  à  un 
reste  ou  a  ne  se  trouve  plus  qu'à  la  première  dimension;  et  faisant  ce 
reste  égal  à  zéro,  on  aura  la  valeur  de  a.  correspondante  à  celle  de  /S; 
par  ce  moyen,  chaque  racine  négative  — w  donnera  deux  racines 
imaginaires  a-f-/3^/~  1,  et  a.  —  (Z\/ — l- 

20.  Que  si,  parmi  les  racines  réelles  négatives  de  l'équation  des  dif- 
férences, il  y  en  a  d'égales  entre  elles,  alors  chaque  racine  inégale,  s  il 
y  en  a,  donnera  toujours,  comme  dans  le  cas  précédent,  une  couple 
de  racines  imaginaires;  mais  chaque  couple  de  racines  égales  pourra 
donner  aussi  deux  couples  de  racines  imaginaires,  ou  n'en  donner 
aucune;  ainsi  deux  racines  égales  donneront  ou  quatre  racines  imagi- 
naires ou  aucune;  trois  racines  égales  donneront  ou  six  ou  deux  racines; 
quatre  racines  égales  donneront  ou  huit  ou  quatre  racines  imaginaires, 
cl  ainsi  de  suite. 

43.  Or  soient,  par  exemple,  — U',  et  — w  deux  racines  égales  néga- 
tives de  l'équation  des  différences,  on  fera  /3  =  ~—  comme  ci-dessus; 

et  substituant  cette  valeur  de  /S  dans  les  équations  (II)  du  numéro 
cité,  on  (lien  liera  leur  commun  diviseur  en  ne  poussant  la  division 
que  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste  où  a  ne  se  trouve  qu'à  la 
seconde  dimension  ,  à  cause  (pie  la  valeur  de  (6  csl  double,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  dans  l'endroit  cité. 

Ainsi,  faisant  ce  reste  égal  à  zéro,  on  aura  pour  la  détermination  de  y. 
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une  équation  du  second  degré ,  laquelle  aura  ,  par  conséquent,  ou  deux 
racines  réelles  ou  deux  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  nommant  ces  deux  racines  a!  et  a",  on  aura  les 
quatre  racines  imaginaires  a'-f-/3y/ —  i,  a!  —  /3^/ — i,  a"-f-  /3j/ —  i, 
a" — /Si/ — i  ;  dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  a  étant  imaginaires 
contre  l'hypothèse,  ce  sera  une  marque  que  les  deux  racines  égales 
—  xv,  —  îv  ne  donneront  point  de  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

44-  S'il  y  avait  dans  l'équation  des  différences  trois  racines  égales  et 

négatives  — w,  — w,  — w,  alors  faisant  /3= ,  on  poussera  seulement 

la  division  des  équations  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste  où  a 
se  trouve  à  la  troisième  dimension  ;  de  sorte  que  ce  reste  étant  fait  =o, 
on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  a,  d'où  l'on  tirera,  ou 
trois  valeurs  réelles  de  a,  ou  une  réelle  et  deux  imaginaires  :  dans  le 
premier  cas ,  on  aura  six  racines  imaginaires  ;  dans  le  second ,  on  n'en 
aura  que  deux,  les  valeurs  imaginaires  de  et  devant  toujours  être  rejetées 
comme  contraires  à  l'hypothèse,  et  ainsi  de  suite. 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

en  VP1TRE  VI. 

Sur  la  manière  d'approcher  de  la  valeur  numérique  des 
/■{/cines  des  équations  par  les  fractions  continues. 

On  a  vu  dans  le  chapitre  111  comment  on  peut  réduire  les  racines 
des  équations  numériques  à  des  fractions  continues,  et  combien  ces 
sortes  de  réductions  sont  préférables  à  toutes  les  autres  :  nous  allons 
ajouter  ici  quelques  recherches,  pour  donner  à  celle  théorie  toute  In 
généralité  et  la  simplicité  dont  elle  est  susceptible. 

ARTICLE  PREMIER. 

Sur  les  fractions  continues  périodiques. 

45.  Nous  avons  déjà  remarqué  dans  le  n°  18,  que  lorsque  la  racine 
cherchée  est  égale  à  un  nombre  commensurable,  la  fraction  continue 
doit  nécessairement  se  terminer;  de  sorte  que  l'on  pourra  avoir  l'expres- 
sion exacte  de  la  racine;  mais  il  y  a  encore  un  autre  cas  où  l'on  peut 
aussi  avoir  l'expression  exacte  de  la  racine,  quoique  la  fraction  continue 
qui  la  représente  aille  à  l'infini.  Ce  cas  a  lieu  lorsque  la  fraction  con- 
tinue est  périodique,  c'est-à-dire,  telle  que  les  mêmes  dénominateurs 
reviennent  toujours  dans  le  même  ordre  à  l'infini;  par  exemple,  si  on 
avait  la  fraction 

P  +  ~ 


1 
'/  +  - 


P  +  - 


,+  ' 


p  -+-  etc., 
il  est  clair  qu'eu  nommant  x  la  valeur  de  celte  fraction  ,  on  aurait 

.          1 
x  =  P  H : 


*  +  ;> 
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ce  qui  donne  celle  équation 

qx*  —  pqx  —  p  =  o  , 

par  laquelle  on  pourra  déterminer  x;  il  en  serait  de  même  si  la  période 
était  d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  et  l'on  trouverait  toujours 
pour  la  détermination  de  x  une  équation  du  second  degré.  11  peut 
aussi  arriver  que  la  fraction  continue  soit  irrégulière  dans  ses  premiers 
termes,  et  qu'elle  ne  commence  à  devenir  périodique  qu'après  un  cer- 
tain nombre  de  termes;  dans  ces  cas,  on  pourra  trouver  de  la  même 
manière  la  valeur  de  la  fraction,  et  elle  dépendra  pareillement  toujours 
d'une  équation  du  second  degré;  car  soit,  par  exemple,  la  fraction 

p  +-' 


1+1- 


r   + 


i 
s    +  - 


r    +    l~ 


s    + 


r  -f-   etc. 
r>ommons  toute  la  fraction  x,  e\y  la  partie  qui  est  périodique,  savoir  : 


r  + 


s  +7+  etc., 
on  aura 

x  =  p  -f- 


.+i, 


i 


d'où  l'on  lire  r  = r-*- — r  ;  mais  Ton  a  r  =  r  ■+-  ■ ,  ce  qui 

y 
donne  sj*  —  rsj — r=o;  donc,  substituant  pour  y  sa  valeur  en  x, 

on  aura 

.ç(x—  pY  —  rs(x  —  p)[i—  (]{x—  />)]  —  r[i—  q(x  —  ^)]'  =  o, 

équation  qui,  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  à  x,  montera 
au  second  degré. 

46.  On  voit,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  le  cas  dont  il 
s'agit  doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que,  dans  la  suite  des  équations 
transformées  (a),  (/>),  (c),  (cl),  etc.  du  n°  18,  il  s'en  trouvera  deux  qui 
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auront  les  mêmes  racines;  car  si  la  racine  s,  par  exemple,  de  l'équa- 
tion (c)  était  la  même  que  la  racine  x  de  l'équation  (a),  on  aurait 


ce  qui  est  le  cas  que  nous  avons  examiné  ci-dessus,  et  ainsi  des  autres. 
Donc,  quand  on  voit  que,  dans  une  fraction  continue,  certains  nombres 
reviennent  dans  le  même  ordre,  alors  pour  s'assurer  si  la  fraction  doit 
être  réellement  périodique  à  l'infini,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  les 
racines  des  deux  équations  qui  ont  la  même  valeur  entière  approchée 
sont  parfaitement  égales,  c'est-à-dire  si  ees  deux  équations  ont  une 
racine  commune;  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  en  cherchant  leur 
plus  grand  commun  diviseur,  lequel  doit  nécessairement  renfermer 
toutes  les  racines  communes  aux  deux  équations,  s'il  y  en  a  :  or,  comme 
nous  avons  vu  que  toute  fraction  continue  périodique  se  réduit  à  la 
racine  d'une  équation  du  second  degré,  il  s'ensuit  que  le  plus  grand 
diviseur  commun  dont  nous  parlons  sera  nécessairement  du  second 
degré. 

]-.  Supposons  donc  qu'on  ail  reconnu  que  parmi  les  différentes 
équations  transformées,  il  s'en  trouve  deux  qui  ont  la  même  racine; 
alors  la  fraction  continue  sera  nécessairement  périodique  à  l'infini;  de 
sorte  qu'on  pourra  la  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra,  en  répétant 
seulement  les  mêmes  nombres;  mais  voyons  comment  on  pourra  dans 
ce  cas  continuer  aussi  la  suite  des  fractions  convergentes  du  n°  ?.3  sans 
être  obligé  de  les  calculer  toutes  l'une  après  l'autre  par  les  formules 
données. 

Pour  cet  effet,  nous  supposerons  que  l'on  ait  en  général 

x  =  \'+±,       x>=\"+^,       *"=  A"'-f-4,  etc., 

XXX 

en  sorte  que  X  étant  la  racine  cherchée,  x\  x",  x'",  etc.  soient  celles 
des  équations  transformées  que  nous  avons  désignées  ailleurs  par  j-, 
z,  u,  etc.,  et  l'on  aura 


/ 

= 

', 

V 

£Z^ 

*', 

r 

= 

A"Z' 

+ 

l- 

r 

== 

A"/" 

+ 

r- 

/■ 

etc. 

■> 

+ 

1, 
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Donc,  faisant  comme  dans  le  n8  cilé 

L   =  o, 

L'   =  ,, 

L"  =  X"U  j> (A), 

L"  =  à'L"  +  L',' 

L,v    _    Â.vL»    +    L,^ 

etc., 
on  aura  ces  fractions  convergentes  vers  x 

L>        L'  '        L"'        L""       L'v  '    etC* 
Maintenant  l'équation  x  =  A'+  —  donnera 

xx   =  x'X'  ■+■   i  =  x'I'  H-  i  ; 

mettons  au  lieu  de  x',  dans  le   second  membre  de  cette  équation ,  sa 
valeur  A"  H — -,  et  multipliant  par  x"/on  aura 

xx'x"  =  (À"Z'  +  l)x"  +  V  =  /"x"  +  Z'; 

on  trouvera  de  même,  en  substituant  dans  le  second  membre  de  cette 
équation,  A'"-j-  -y  à  la  place  de  x'', 

xx'x"x'"  =  lax°-\-  l", 
et  ainsi  de  suite. 

Pareillement  l'équation  x'=  h" -f-  —  donnera 

x'x"=  AV  +    .   =  LV+  L': 

ensuite,  substituant  dans  le  second  membre  A'"-f*-ïà  la  place  de  x", 
et  multipliant  par  xm,  on  aura 

x'x"x'  =  (A'"L"-f-  L>'"  +  L"=  LV-f-  L", 
et  ainsi  de  suite. 
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D'où  il  suit  qu'on  aura  en  général,  _ quelle  que  soit  la  fraction 
continue,  soit  périodique  ou  non, 

xx'x"x'" x?  =  Fx(  +   /ç  "" J  | 

x'x'x'" x?=  LV+  LÇ_1J 

Il  faudra  bien  se  souvenir  qu'ici  et  dans  les  calculs  suivans  les  expo- 
saus  des  quantités  x,  l,  L  représentent  des  indices  et  non  des  puis- 
sances. 

jS.  Cela  posé,  supposons  que  l'on  ait  trouvé,  par  exemple, 
o^  +  '  =  j,"  ,  c'est-à-dire  que  la  racine  de  la  (//.  -}-  v  )*"•  trans- 
formée soit  é"ale  à  celle  de  la  transformée  fi'iau  ;  alors  on  aura  aussi 
xfi+,  +  1  _  xy-->r\  xfi+'  +  ~  =  a:/*+2,  etc.,  x?<+2"  =  xf ,  etc., 
et  en  général  *(<  +  >»  +  *  =  x*+»;  donc  aussi  A^  +  '+,=A"+I, 
A^+'  +  2  =  ?,«  +  2)  etc.,  et  en  général  Xft  +  n'+v  =  W+*  ;  de  sorte 
que  l'on  aura 

x  =  *'-\--ï-    . 

a   +  etc., 


V- 


V+»  +- 


V+a-f-etc., 
+ 


>.."  +  ' +  1- 


>.<«  +  •  _f-  etc 


Maintenant  si  on  suppose  en  général  p  =z/j,-\-  m  -f-  7T,  il  est  facile 
de  voir  que  les  deux  équations  (B)  du  numéro  précédent  deviendront 

xx'x".  .  .  x*  x  xfl+lxtt  +  *..  .  xu  +  *  X  (x^  +  IxK+2.  .  .  #"+')" 

xV...xf  x^K+,x''+2...x"  +  'r  x(o:'w  +  1  jc^+2...x''+')" 
sïLV+'  +  L*-1. 
Or,  en  faisant  dans  les  mêmes  équations  p  =  /£,  on  a 

xx'x"....   X*  =  tx"    +  Z'4-1, 
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De  plus,  à  cause  de 

xn  _  A«+i  _j L_         x"  +  '  sa  Â*  +  2H l—  etc.. 

il  est  clair  que  si  l'on  fait 

h    =  i,  H    =  o, 

//  =  AK+I,  H'  =  i, 

h"  =  7t  +  2A'  +  A ,  H"  =  *T  +  2H',  \ . 

hm  =  t?  +  h"  +  h',  il'"  =  ^- + 3n"  +  h'  i 

/iiv  =  a'4  +  V'+  //',  a"  =  a*  +  4ir"  +  H"J 

etc.,  etc.; 


on  aura  en  général 


^  ^  +  ix(c  +  a ^  +  *  —    Ifxr  +  r+  h 


c- I 


(D). 


Donc  on  aura 

jb+V  +  2 a;^  +  5r  =  H*xtt  +  *  +  1IX  — '  , 

et,  à  cause  de  xw  +  '  =  iC  (hyp.), 

x"  +  I^  +  2 ;#"+'  =  II'x"  -f-  II'-1 

De  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions   dans  les   deux    équations 
ci-dessus,  on  aura 

(jv  +  t~l)  (hV+'-h  ir-1)  (hv+h'-')' 
(i/v  +  i/— ')  (irv +  "■-»-  ir-1)  (hv+h'-1)- 

Dans  ces  formules  et  dans  les  suivantes,   les  exposans   des  quan- 
tités X,  /t ,  II  dénotent  aussi  des  indices. 
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4g.  Or,  les  équations  (D)  étant  divisées  l'une  par  Paul re,  donnent 

h'xf+'+h*-1 


d'où  Ton  tire 


,'L): 


+'  = 


h"—  Il   xf 


Donc,  faisant  <j-=tt,  on   aura    xft~>*  = ■ ,  et  de  là 

h~  —  îr.v" 

K'x"  +  *  -f-  W  ~~  '  =  — ^ ;  mais  il  est  facile  de  voir  par 

la  nature  des  quantités  h.  h\  h",  etc.,  II.  H',  II",  etc.,  que  l'<  n  a 

H'A  —  //H  =  i ,     H'A'—  A"H'=  —  i ,      IV" h"—  //"ri"  =  , ,  etc.  : 
d'où  l'on  aura  en  général 

hx}T~l  —  ËW-1  =±  i, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  rr  esl  un  nombre  impair,  et  l'in- 
férieur lorsque  tt  est  pair. 

Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  dernières  équations  du 
numéro  précédent,  on  aura 

db  (Z'V  +  /"-')  (I1V  +  H'  ~  »)• 

=b  (i/v  +  if-1)  (hv  +  h*-1)- 

=  ([JiîT-'  _  L«-'ir)^+  Lç-'/^—  L'A*-1; 

li  -  signes  ambigus  dépendans  du  nombre  7r,  comme  nous  l'avons  vu 
ci-dessus. 

Maintenant,    si,    dans   l'équation    (E),   on    fait    <r=r}    on    aura      à 

cause  de  xf*  +  '  —  xf  (hyp.)  xf<=  Jj£±£Ll .  tf^  j'on  tire  ferma- 

tion  en  x^ 

R'(xuy-(h'-lV-*)x"-h'-l  =  o (F), 
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DE   L 

,A  RES 

OLUT] 

[ON 

laquelle 

donne 

^  -  hl 

-H'-' 

+  Vl{h 

'  —  H'  ~ 

-■r+H 

H'Â'- 

-] 

2lT 

Soit,  pour  abréger, 

P  = 

2H' 

î 

Q  = 

P'  + 

H' 

5 

en  sorle  que  l'on  ait  je"  =  P  +  y/Q;  substituant  cette  valeur 

-±-  (rp  +  r-  '  +  ^v/Q)  (H'P  +  h—  '  +  HVQ)" 

__  (z?tr --l'-r)  (p  +  v/q)  + 1? - ' h'  —  n* 

=b  (iTP  +  lf~ l  +  I/y/Q)  (H'P  +  H'  -  x  +  H'  y/Q> 


—  î  t_»       t  ei,'7T  — l 


d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  radical  y/Q,  on  tirera  quatre  équa- 
tions, par  lesquelles  on  pourra  déterminer  Z?,  Zç       ,  L*,  L*        . 
5o.  En  effet,  supposons,  pour  abréger, 

Z«p  +  p  ~  '  =  /*, 
L"P  +  L''-1  =  F'', 
H'P  +  H'"-1   =  R', 

les  exposans  de  /,  F,  K.,  déuotant  des  indices,  on  trouvera  ces  quatre 
équations  : 

m*-1  —  Z«_  '  H' 
(p+gyQ)   (R'  +  tTy/Q)"  —  {f  —  /VQ)  (K'  — HVQ)- 

—  21/Q 

,_  ,,w         »,,*  — î t_(P+\/Q)  (/P—^VQ)   (K'  -H't.Q)- 

__ (P-y/Q)  (/**  +  *VQ)  (K'  +  HVQ)» 
^  2\/Q  ' 

i/ir-1  —  L«-,ir 

_    .     (F*  +  l/VQ)  (K*  4-HVQV—  (F*  —  I/VQ)  (K'— H  y/Q)' 
~  2y/Q 
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_i_  (P-V/Q)  (F^+U"l/Q)  (K'  +  Il'i/Q)» 
2V/Q 

Donc  si  l'on  ajoute  la  première  multipliée  par  h'  à  la  seconde  mul- 
tipliée par  H  ,  et  de  même  la  troisième  multipliée  par  h'  à  la  qua- 
trième multipliée  par  II'  ,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

—  1PP  +  hv  =  G", 

on  aura,  à  cause  de  AH"  '  "    —  li~h'  '       =  =b  i  (n°   \>  i  . 

,ç  (/P  +  ffVQ)   (G^+iry/Q)  (K' +H'v/Q)" 

—  2V/Q 

(/"  —  /'"y/Q)  (GT  — II^y/Q)  (KT  — H't/Q)" 

ay/Q 

j   _    (F^+L^y/Q)  (GJ+HYQ)  (K'+H'y/Qy 
L    -  ~^7Q 

(F/l.— ITy/Q)  (GT— IPy/Q)  (K'—  ]V\/oy 
2V/Q 

/>  étant  =  |W4-  nv-±-7r. 

Ainsi,  lorsqu'à  l'aide  dis  quantités  A',  A*,  A'",  etc.  A'4"**',  on  aura 
calculé,  par  les  tbrinules  (A)  et  (C),  les  quantités  /,  /',  Z',  etc.,  L, 

L',  L",  etc.  jusqu'à  V  et  L/*,  et  les  quantités  // ,  h',  h',  etc.,  II,  H', 
II'',  etc.  jusqu'à  //'  et  H',  ou  pourra,  par  les  formules  précédentes, 
trouver  les  valeurs  de  l?  et  de  Lç,  c'est-à-dire  les  termes  de  la  frac- 
tion —  ,  quel  que  soit  l'exposant  du  quantième  f>  ;  car  pour  cela  il  n'y 

aura  qu'à  retrancher  jm  de  p ,  cl  diviser  In  différence  par  t,  le  quotient 
sera  le  nombre  n  qui  entre  chois  les  formules  précédentes  comme  expo- 
sant, et  le  reste  sera  le  nombre  7r,  qui  sera  par  conséquent  toujours 
moindre  que  v. 

Quoique  les  formules  précédentes  rénfermenl  le  radical  y/Q,  il  est 
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facile  de  voir  que  ce  radical  s'en  ira  après  le  développement  ;  de  sorte 
que  les  nombres  Z?  et  Lç  seront  toujours  rationnels  et  entiers. 

5i.  Au  reste,  si  l'on  voulait  trouver  en  général  l'équation  du  second 
degré  par  laquelle  peut  èlre  déterminée  la  ratine  x  de  1  équation  pro- 
posée lorsqu'on  a  x"  '  =  x?,  comme  dans  le  n°  4S,  il  n'y  aurait  qu'à 
remarquer  que  les  équations  (B)  du  n°  \-j  étant  divisées  l'une  par 
l'autre,  donnent  en  général 

x  = (G)  ; 

TU  —  T  _  lu  —  I 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  /=  f*,  x^  =  — :  donc,  substi- 
tuant celle  valeur  de  Xe*  dans  l'équation  (F)  du  n°  49)  oa  aura 
celle-ci  : 

niir-lx— r-1)*—  (*'— H'-O'Cir"1*— j1— 0  {r—ifx) 

c'est-à-dire 

[H'(l/- lY  +  (/*'  —  H'- *)  If-1  If—  h'-1  (if)1]*' 

et  cette  équation  sera  nécessairement  un  diviseur  de  l'équation  pro- 
posée. 

ARTICLE   II, 

Oh  Ion  donne   une   manière   très   simple  de  réduire  en  fractions 
continues  les  racines  des  équations  du  second  degré. 

52.  Considérons  l'équation  générale  du  second  degré 

E'x%  —  iïx  —  E  =  o , 

dans  laquelle  E  ,  E'  et  e  sont  supposés  des  nombres  entiers  ,  tels  que 
r'-)-lit'>o,  pour  que  les  racines  soient  réelles;  cette  équation  étant 
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résolue,  donne 

„   _    e  +  V/Q'  +  EF/) 

x  —  E,  , 

où  le  radical  peut  être  pris  positivement  ou  négativement.  Supposons 
que  la  racine  cherchée  soit  positive.,  et  soit  X'  le  nombre  entier  qui 
sera   immédiatement  plus  petit  que  la  valeur  de  x   :   on   fera  donc 

x  =  X'  ~\ — -  ;  et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on 

aura  une  équation  transformée  dont  l'inconnue  sera  x'  :  or,  si  après 
avoir  fait  la  substitution,  on  multiplie  toute  l'équation  par  .x'*,  qu'en- 
suite on  change  les  signes,  et  qu'on  suppose,  pour  abréger, 

é' =  A'E'—  €, 
E"  =  E  -f-  2éà'  —  E'A'1, 

on  aura  la  transformée 

E"x''—  iéx'  —  E'  =  o, 

laquelle  donnera 

«t  —  ''+!/(■"+ E'B')  . 
x  —  E„ 

on  cherchera  donc  le  nombre  entier  à",  qui  sera  immédiatement  plus 
petit   que  cette  valeur   de  x',   et  on  fera  x'=à"-| — y,  et  ainsi  de 

suite. 

Maintenant  je  remarque  que  la  quantité  «'*-f-  E'E",  qui  est  sous  le 
signe  dans  l'expression  de  x',  devient,  en  substituant  les  valeurs  de  e" 
et  de  E",  et  ôtant  ce  qui  se  détruit,  celle-ci  £*-f-  EE',  qui  est  la  même 
que  celle  qui  est  sous  le  signe  dans  l'expression  de  x;  d'où  il  est  facile 
de  conclure  que  la  quantité  radicale  sera  toujours  la  même  dans  les 
expressions  de  x,  x',  x",  etc. 

Donc,  si  on  suppose,  pour  abréger, 

B  =  e  +  EE', 

et  qu'on  fasse  (le  signe  <  dénote  qu'il  faut  prendre  le  nombre  entier 
qui  est  immédiatement  moindre) 

8 
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A'  <  L+V^  6<  -  a'£'    -  e, 

E'  =  E+  2û:   —  E'X",        A"  <  ^-,— ,  e"  =  *'£*   —  *', 

E'"=  E'+  2ê'A"—  EVS,      A'"<  ^^,  é'"  =  A'"E'"  —  ê", 

E"=  E"+  2€"A'"—  Ë"'A'"»,     A"<  -~|^,  t"=  A,VE"—  é"', 

etc.,  elc,  etc.. 


on  aura 


d'où 


L  -v 

etc.; 

a;  =  A'  +  - 


»'+' 


a"+  etc. 

Quant  au   radical    l/B,  il  faudra   toujours   lui  donner   le  même  signe 
qu'on  lui  a  supposé  dans  la  valeur  de  la  racine  cherchée  x. 
On  peut  observer  encore  que,  comme  l'on  a  trouvé" 

Ê,a+  E'E'  =  s»  H-  EE'=  B, 

t»        B — i'  ,  ,         rln       B — ia      _.,..        B  —  tVi 

on  aura    1'.  = — —, — ,    et  de  même  L    = — =; — ,    L    = — ~j — ,  etc. 

Ainsi  on  pourra,  si  on  le  juge  plus  commode,  employer  ces  formules 
à  la  place  de  celles  qu'on  a  données  plus  haut,  pour  avoir  les  valeurs 
de  E",  E",  etc. 

53.  Maintenant  je  dis  (pie  la  fraction  continue  qui  exprime  la  \alem 
de  x  sera  toujours  nécessairement  périodique. 

Pour  pouvoir  démontrer  ce  théorème,  nous  commencerons  par 
prouver  en  général  que,  quelle  que  soit  l'équation  proposée,  on  doit 
toujours  nécessairement  arriver  à  des  équations  transformées  dont  le 
premier  et   le  dernier  terme  soient  de  signes  différent.  En  ellet,  non- 
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avons  vu  dans  le  n°  ig  qu'on  doit  toujours  nécessairement  arriver  à 
une  équation  transformée  qui  n'ait  qu'une  seule  racine  plus  grande 
que  l'unité,  après  quoi  chacune  des  transformées  suivantes  n'aura  aussi 
qu'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité;  soit  donc 

aum-\-  bua-l+  eu"-*  H-  etc.  -+-  h  =  o 

une  de  ces  transformées  qui  n'ont  qu'une  seule  racine  plus  grande  que 
l'unité,  et  soit  s  la  valeur  entière  approchée  de  u  :  on  fera,  pour  avoir 

la  transformée  suivante,  m —s H ,  ce  qui,  étant  substitué,  donnera 

une  transformée  dans  laquelle  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  terme 
sera 

(<w".+  fom_'  +  csn~%  +  etc.  4-  k)\v"\ 

et  que  le  dernier  sera  a.  Or,  puisque  la  vraie  valeur  de  «  dans  la  trans- 
formée précédente  tombe  entre  ces  deux-ci  :  u  =  s  el  «=cc,  entre 
lesquelles  il  ne  se  trouve  aucune  autre  valeur  de  u  (hyp.),  il  s'ensuit 
qu'en  faisant  ces  deux   substitutions   dans   l'équation  en  u ,  on  aura 

isairement  des  résultats  de  signes  contraires;  car  il  est  facile  de 
concevoir  qu'il  n'y  aura,  en  ce  cas,  qu'un  seul  des  (acteurs  de  cette 
équation  qui  pourra  changer  de  signe  en  passant  d'une  valeur  de  u  à 
l'autre  (n°  5).  Mais  la  supposition  de  H=oo  donne  le  résultat  au" 
(tous  les  autres  termes  devenant  nuls  vis-à-vis  de  celui-ci),  lequel  esl 
de  même  signe  que  le  coefficient  a;  donc  il  faudra  que  la  supposition 
de  u=zs  donne  un  résultat  de  signe  contraire  à  a:   mais  ce  résultat 

»al  à 

as"  ■+-  /as'"-'  -f-  es"'-*  -f-  etc.  -\-  k; 

donc,  puisque  cette  quantité  est  en  même  temps  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  de  l'équation  transformée  en  w,  dont  le  dernier  terme 
est  a,  il  s'ensuit  que  cette  transformée  aura  nécessairement  ses  deux 
termes  extrêmes  <\r  signes  differens. 

Et  on  peut  prouver  de  la  même  manière  que  cela  aura  lieu,  à  plu- 
forte  raison,   dans  toutes  les  transformées  suivantes. 

<  !i  la  posé,  puisque  l'équation  proj 

I  '.<  ■*  —  2€.r  —  E  =  o 

donne  les  transformées  (n°  52) 

8.. 
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EV  —  2e'x'  —  E'  =  o, 
EV  —  i£x"  —  E"=  o, 
etc.  ; 

il  s'ensuit  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  qu'on  parviendra 
nécessairement  à  des  transformées,  comme 

Ev+tUYT  —  2i/xy  —  Ey  =  o, 

Er  +  a(ary+0"  -  2ey+I*y+I  -  Ey+1  =  o, 
etc. , 

dont  les  premiers  et  derniers  termes  seront  de   signes  difiêrens;  de 

sorte  que  les  nombres  E? ,  E''"'"1  ,  E^-""2,  etc.  seront  tous  de  même 
signe.  Or,  on  a  (n°  5a) 

B  =  («*)'  +  E>E*+I  =  G>  +  0"  +  Ey  +  'Ey+2  =  etc.; 

donc,  puisque  Ev,  E7  '"I,  E7-*-2,  etc.  sont  de  même  signe,  les  pro- 
duits EyEy  ,  Ey  Ey  ,  etc.  seront  nécessairement  positifs;  d'où 
il    suit,    1°.    que   l'on  aura   {&*)   <B>  \ê*'~*~1)   <B,  etc. ,  c'est-à-dire 

(en  faisant  abstraction  du  signe)  e7<  \/  B,  e5'"'-1  <  i/B,  et  ainsi  de 
suite  à  l'infini;   2°.  que  l'on  aura  aussi,  à  cause  que  les  nombres  E, 

E',  E*,  etc.  sont  tous  entiers,  E><  B,  Ey+  '  <  B,  E*  +  2  <B,  et 
ainsi  de  suite.  Donc,  comme  B  est  donné,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura 
qu'un  certain  nombre  de  nombres  entiers  qui  pourront  être  moindres 

que  B  et  que  \/\\  ;  de  sorte  que  les  nombres  Ey,  E7-*"   ,  E7"*"",  etc., 

cy,  e7  '  '  ,  ey"*~2,  etc.  ne  pourront  avoir  qu'un  certain  nombre  de 
valeurs  différentes,  et  qu'ainsi  dans  l'une  et  l'autre  de  ces  séries,  si  on 
les  pousse-  à  l'infini,  il  faudra  nécessairement  que  les  mêmes  termes 
reviennent  une  infinité  de  fois;  cl,  par  la  même  raison,  il  faudra  aussi 
qu'une  inême  combinaison  de  termes  correspondais  dans  les  deux 
stries,  revii  une  une  infinité  de  lois;  d'où  il  suit  qu'on  aura  nécessaire- 
ment ,  par  exemple, 

E>  +  ^  +  '  __  Ev+J        e|        cy-H  +  '  _  Er+* 
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ou  bien,  faisant  y -f- S  =  fx, , 

EM-  =  E«?      et      f+>  _  .*. 

donc,  à  cause  de 

B  =  O)'  +   EKE^+I  =    (é"+,),  +  EK+'E'<  +  '+\ 

•       I-.K+'  +  I  T-«+I 

on  aura  aussi   tT  =  JL'  ; 


"+yii         .        -+.  _  ."+'+i/B 


x1"  =  ;     '_,'.",       et       a- 


£/*+•       '  £,"  +  »+> 


• 


donc   a?~*~'  =  a?;    donc   la    fraction    continue   sera   nécessairement 

périodique  (n°  48). 

54-  En  effet,  on  voit  par  les  formules  du  11"  ">2  que  si  l'on  a 
Er*"'  =  E",  et  f+'  =  (T,   on  aura 

p/«  +  '  +  i   _  £/»+»  ;/»  +  '  +  '    __  ^»+i  É<*  +  '  +  >    _    .     *+i 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'en  général  les  termes  des  trois  séries 
E,  E',  E",  etc.,  6,  e',  g",  etc.,  à',  À*,  etc.  qui  auront  pour  exposant 
/w-r-rer  +  w,  seront  les  mêmes  que  les  termes  précédens,  dont  les 
exposans  seront  jW-f-7r,  en  prenant  pour  «  un  nombre  quelconque 
entier  positif. 

Ainsi  chacune  de  ces  trois  séries  deviendra  périodique,  à  com- 
mencer par  les  termes  E"',  f  et  A1""*-1,  et  leurs  périodes  seront  de  v 
termes,  après  lesquels  les  mêmes  termes  reviendront  dans  le  même 
ordre  à  l'infini. 

55.  Nous  venons  de  démontrer  qu  en  continuant  la  série  des  nom- 
bres E.  E',  E",  etc.  on  doit  nécessairement   trouver  des  termes  consé- 
cutifs qui  soient  de  même  signe,  et  qu'ensuite  la  série  doit  nécessaire- 
ment devenir  périodique  :  or,  je  dis  que  dès  que,  dans  la  même  série 

era  parvenu  à  deux  termes  consécutifs,  comme  E7,  Ev^"'.  de 
même  signe,  pu  sera  assuré  que  l'un  de  ces  tkux  termes  sera  déjà  un 
des  termes  périodiques,  lequel  reparaîtra  nécessairement  dans  chaque 
période. 
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En  effet,  comme  E^,  E^~*  1  sont  de  même  signe  ,  il  est  clair  que  la 
transformée 

JS^'O*')*    —     2ê>X>    —    L>    ^    o 

aura  nécessairement  une  racine  positive  et  l'autre  négative;  de  sorte 
qu'elle  n'en  pourra  avoir  qu'une  seule  qui  soit  plus  grande  que  l'unité  j 
donc  toutes  les  transformées  suivantes  auront  nécessairement  leurs 
termes  extrêmes  de  signes  différons  (n°  53),  par  conséquent  tous  les 

nombres  Ey,  Ev "•  l,  Ev  ~*~2,  etc.  seront  de  même  signe;  de  sorte  que 

chacun  d'eux  sera  moindre  que  B,  et  chacun  des  nombres  ey,  êv~^' 

i7~l~2y  etc.  sera  moindre  que  y/B  (numéro  cité 

56.  Or,  comme  on  a  B  =  (sv)    -r-EvEv~'  ',  il  est  visible  que  les 

nombres  Ey,  Ey"*"'  seront  ou  tous  les  deux  moindres  que  \/B,  ou  que 
si  l'un  est  plus  grand,  l'autre  en  sera  nécessairement  moindre;  de 
sorte  qu'il  y  en  aura  au  moins  toujours  un  qui  sera  moindre  que  y/B. 

Supposons  que  ce  soit  Ey,  je  vais   prouver   que   les  nombres  Ey, 

£V+i^  E7""2,  etc.,  év,  éy"'~,,  £y  ,  etc.  seront  tous  nécessairement 
de  même  signe  que  le  radical  y/B.  En  effet,  puisque  les  racines  oc', 
x',  x'",  etc.  des  équations  transformées  doivent  être  toutes  plus 
grandes  que  l'unité  par  la  nature  de  la  fraction   continue,   on  aura 

donc  aussi  ocy  >  i ,  •r7"'1  >  i ,  et  ainsi  de  suite;  donc 

t±Vl>  ^'+^B>,,etc; 

et  comme 

B  =  W  +  E*Ey+I  =  O+O'  +  Ey+,Ey+?  =  etc, 

on  aura 

■>+y/B   _  E>  ,>+'  4.  y/B  _  E*+x 

£>+'       """    y/B  —  t*  '  E>+2  '    l/B  —  t>+1  ' 

et  ainsi  des  autres  ;  donc  aussi 

5! >i,  E>^' — >i.etc. 

y/B  —  •>       ■■  )/B—    i>+' 
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Or,  comme  ey,  ey  ,  etc.  sont  plus  petits  que  \/B,  il  est  clair  que 
cjuel  que  soit  le  signe  de  ces  nombres  ev,  é7-^  ,  etc.,  les  dénomina- 
teurs v<'T>  —  ey,    v/'B  —  ê       j  ete.    seront  nécessairement    du    même 

signe  que  \/)à;   doue  il  faudra  que  les  numérateurs  I  v,   E*"*-1,   etc 
soient  aussi  tous  du  même  signe  que  \/B. 

Maintenant,  supposons  ^pour  plus  de  simplicité  ^  T>  positif,  eu  sorti 
que  Ey,  E7*"1,  etc.  doivent  être  aussi  tous  positifs;  je  dis  que  6y, 
6y       j  £Y       ,  ete.  le  seront  aussi.  Car,  soit,   s'il   est   possible,   6y  = —  n 

(m  étant  un  nombre  positif)  comme  Lv  <  v/B  (liyp.),  on  aura,  à  plus 

E*1  E^ 

forte   raison,    EY<  l/B  +  U;  doue   — — —  =  —3^    sera    <  ,  . 

au  lieu  que  celle  quantité  doit  être  >  1  ;  doue  sy  doit  être  positif. 
Soit  ensuite,  s'il  est  possible,  é7-'"   = —  »',  comme  Fou  a,  par  les  fin 

mules  du  numéro  02,  t        =A        L        — e,  on  aura 

^v+'£V  +  '_iv  —  «';  donc,  à  causé  que  t7  el  «'  sonl  des  nombres 
positifs  moindres  que  i/B,  cl  que  À7~  '  est  aussi  un  nombre  entiei 
positif,  il  est  clair  que  E7~r"'  devra  être  moindre  que  j/B;  et,  dans  ce 

cas,  on  prouvera,  comme  ci-devant,  que  sy_f  devra  être  positif,  et 
ainsi  de  suite. 

Si  i/B  était  pris  négativement,  ou  prouverait  de  [a  même  manière 
que  t7,  i/~'1,  etc.  devraient  être  négatifs;  et  même,  sans  faire  un  nou- 
veau calcul,  il  n'y  aurait  qu  à  remarquer  que  les  formules  du  numéro 
cité  demeurent  les  mêmes,  en  j  changeant  les  signes  de  toutes  les 
quantités  E,  E',  E",  etc.  e,  e',  e",  etc.,  el  du  radical  i/B;  de  sorte 
qu'on  pourra  toujours  regarder  ce  radical  comme  positif,  eu  prenant 
les  quantités  E,  E',  E*   etc.,  «,  &',  e.",  etc.  avec  des  signes  contraires. 

57.  Cela  posé,  je  dis  que  si  deux  termes  correspondans  quelconques 
des  suites  Ey,  I.7'1,  E7-*"2,  etc.,  e7,  i*'*'1,  €>"f~2,  ele.  sont  donnés', 
tous  les  précédens  dans  les  mêmes  suites  seront  nécessairement  douués 


aussi. 


Supposons,  par  exemple,  que  E*'   '  et  Cy  •     soient  donnes  Ton  verra 
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aisément  que  la  démonstration  est  générale,  quels  que  soient  les  ternies 
donnés),  et  voyons  quels  doivent  être  les  termes  qui  précèdent  ceux-ci, 
en  vertu  des  formules  du  n°  02,  et  des  conditions  du  numéro  précé- 
dent. Ou  aura  d'abord 

É>+3  -_  A3/+3E>+3  —   ey+z- 
donc  *>+2  =  À>+3E>+3   —  Éy+3] 

mais  on  doit  avoir  é^"*~2<<  \/B;  donc  il  faudra  que  l'on  ait 

On  aura  de  même 

£>+>  _   a>+2E>+2  —  é>+2- 

d'où,  à  cause  de  &  '  ï  <  KB,  on  tirera 

^        EV+2       ' 

mais  il  faut,  par  la  nature  de  la  fraction  continue,  que  À^"      soit  uu 
nombre  entier  positif;  donc  il  faudra  que  l'on  ait 

Ê>+3  _f_    V/B>E>+2; 
or,  on  a  aussi 

donc  j/B  —  £^       <C  E^  •"  ,  savoir  :  en  mettant  pour  é^"'"2   sa  valeur 
ci-dessus,  v/B  —  A>+3E>+3  +  £>+3  <  E>+3  ;  d'où 

£V+3 

Donc,  puisque  le  nombre  À^"*"    doit  être  entier,  il  est  clair  qu'il  ne 

pourra  être  égal  qu'au  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  plus 

tV+3+l/B       .     .    .,1,-1-3  ,         ,      .  j    u      >-fa    1 

petit  que  —3- — ;  ainsi  À'~    sera  donne,  et  de  la  i'^      le   sera 
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aussi:  et  comme  Ey+2  =     ~   +3  - ,  il  est  clair  que  Ey+2  sera  aussi 
donné.  Maintenant  on  aura 

£>  =  A>+1E>+I  -  P  +  \ 

et  par  conséquent,  à  cause  de  £^<  V^>-> 

A>  +  .  ^  <'<+x  4-  1/13 
E7-f-       • 

Donc,  |)Our  que  A5'  '  '  soit  entier  positif,  tel  qu'il  doit  être,  il  faudra 

que  i/'^1  -+-  l/B  >  E^+1  ;  par   conséquent ,   à    cause   de 

Ey+iEr+2  — B—  Gy+1)\  il  faudra  que    i/B  -  £7+'  <  Ey+2,    ou 
bien,    en   mettant   pour    é7"^    sa  valeur  ci-dessus, 

t/B  -  Ay+2Ey+2  +  gy+2  <  Ey+2; 

d'où  l'on  tire 

E>+a 

De  sorte  que  le  nombre  A7"*"2  ne  pourra  être  que  le  nombre  entier  qui 
sera  immédiatement  plus  petit  que  la   quantité  donnée  — ^_ ; 

donc  ce  nombre  sera  donné,  et  par  là  les  nombres  ey'~  '  cl  E7"*"1  le 
seront  aussi. 

Enfin,  puisque  Ey  est  (byp.)  <  y/B ,  on  aura,  à  plus  forte  raison, 

e*'_f_  y/fi  >  l7:  el  de  la,  à  cause  de  EyEy+I  =  B  —  (ê*)" ,   on    aura 

y/B — =7  <  T 7,  ou  bien,  en  substituant  pour  é7  sa  valeur  trouvée  ci- 
dessus, 

v  B  —  ?:/+>  Ey+I  -h  a7+'  <  E7+l  ; 
ce  qui  donne 

■-/+>  ^  'y+1  +  \  b 

Donc  le  nombre  A7-""    ne  pourra  être  que  le  nombre  entier  qui  <  >l 

9 
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, ,.                       .     ,              ,               -    ■    ,              iy+1  4-  t   B 
immédiatement  moindre  que  la  quantité  donnée  — —  ;  par  con- 
séquent ce  nombre  sera  entièrement  donné,  et  les  nombres  ev  et  Ev  le 
seront  aussi. 

Or,  nous  avons  vu  (n0  53)  qu'en  continuant  les  séries  ¥7,  E7-*-  ,  etc., 

€v,  «v      ,  etc.,  il  arrivera  nécessairement  que  deux  termes  correspon- 

dans,  comme  Ev'    ,  i       ,  reparaîtront  après  un  certain  nombre  d'au- 
tres termes  ;  en  sorte  que  l'on  aura,  par  exemple, 

Donc,  par    ce    que    nous   venons   de   démontrer  ,  on   anra   aussi  en 
remontant , 

rv4-»+^— •  i.y-f^—  »         .v+»+*—  i  *■¥& —  « 

11,  L  ,  e.  e  , 

£-/4-»  +  ^— 2     .    .    £7+^—2  É7-l-»+<J  —  2     __     .7+^—2 

etc.,  etc., 

Ev+V  =   Ev  é"'+v  =  éy. 

58.  De  là  je  conclus  en  général,  que  lorsque  dans  la  strie  des  nom- 
bres E,  E',  E",  etc.  ,  on  en  trouvera  deux  consécutifs  de  même  signe  , 
celui  des  deux  qui  sera  moindre  que  y/B  sera  déjà  nécessairement  pé- 
riodique. 

Ainsi,  si  dans  l'équation  proposée 

l'a:-  —  2-x  —  E  z=  o, 

les  coefficiens  E  et  E'  étaient  de  même  signe,   la  série  sérail  périodique 

dès  le  premier  ou  le  second  terme. 

E 
Si  Ion  a  g  =  o,  en  sorte  que  x  =  \/  -rt-  alors  on  aura  B=EE';  d'où 

l'on  voit  que  des  deux  nombres  E,  E',  le  plus  petit  sera  moindre  que 
{/B,  et  le  plus  grand  sera  nécessairement  plus  grand  que  y/B  :  donc  . 

E 

dansée  cas,  si  le  nombre  — ,  dont  il  s'agil  d  extraire  la  racine  carrée  est 

plus  petit  que  l'unité,  la  série  sera  périodique  dès  le  premier  terme  E  : 
et,  s'il  est  plus  grand  que  l'unité,  la  période  ne  pourra  pas  commencer 
plus  bas  qu'au  second  terme. 
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5g.  On  avait  remarqué  depuis  long-temps  que  toute  fraction  continue 
périodique  pouvait  toujours  se  ramener  à  une  équation  du  second  de- 
gré; mais  personne,  que  je  sache,  n'avait  encore  démontré  l'inverse  de 
cette  proposition,  savoir:  que  toute  racine  d'une  équation  du  second 
degré  se  réduit  toujours  nécessairement  en  une  fraction  continue  pério- 
dique. Il  est  vrai  que  Euler,  dans  un  excellent  Mémoire  imprimé  au 
tome  XI  des  nouveaux  Commentaires  de  l\  tei.dnnir^,  a  observé  que  la 
racine  carré  d'un  nombre  entier  se  réduisait  toujours  en  une  Fraction 
continue  périodique;  mais  ce  théorème  qui  n'est  qu'un  cas  particulier 
du  nôtre,  n'a  pas  été'  démontré  par  Eulcr  ,  el  ne  peut  l'être,  cerne 
semble,  que  par  le  moyen  des  principes  «pie  nous  avons  établis  [dus 
haut- 

(io.  Nous  avons  donné  ci-dessus  des  formules  générales  pour  trouver 
aisément  tous  les  termes  des  fractions  convergentes  vers  la  racine  d'une 
équation  donnée  ,  lorsqu'on  a  reconnu  (pie  la  fraction  continue  qui  ex- 
prime cette  racine,  est  périodique. 

Or,  clans  le  cas  où  l'équation  est  du  second  degré  ,  et  où  l'on  se  sert 
de  la  méthode  du  n°  5a,  on  pourra  ,  si  l'on  veut,  simplifier  beaucoup 

les  calculs  des  ncs  48  et  suivans ,  pour  trouver  les   termes  /?  et  \J    de 
chacune  dvs  fractions  convergentes  versa?. 

En  effet,  ayam  *"  =  ^  e.  x^^T,  où  A«~K 

E1""1"1  et  r,""^-*"1  sont  connues  (  tt  étant  <  v  )  il  n'y  aura  qu'à  sub- 
stituer ces  valeur?  dans  les  deux  équations  du  n°  4$;  et  faisant  pour 
abréger , 

VJL  +  l"-1  =  F", 
E£  +  H'"1    ==  K', 

on   aura 
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(/"  +  f£?)  X  (C«  +  HVB)  x  (K-  +5VBJ 

d'où,    à   cause   de    l'ambiguïté    du    signe  du    radical    \/B,    on    lire 
6ur-lc-champ 

(r  +  gg)x(Q-+n^B)x(K-  +  p?)- 
_  f>_^  x(G-nvB)  x  (v-^\ 


2\/B 


» 


(V  +  ^^  j  X  (G'  +  HVB)  X  (  R'  + 


n'yiiV 
V  = =— £— 


2! 


-  (--gg)  x^-nyc)x(K-^y 

"  2\/B  ' 

P  étant,  comme  plus  haut,  =fc-f- w -f- 77-. 

6i.  On  peut  aussi  remarquer  que  la  valeur  de  Lç  peut  se  déter- 
miner par  le  moyen  de  celle  de  Z?  et  Zç—  ,  sans  avoir  besoin  d'un 
nouveau  calcul. 

(  4.  ./R  E  ,  ç  E' 

Fn  pfTcV    avant  .r  =        ;     =  — ; ,  et  de  même  x    = , 

Liituu,.i)aii[a —       L,  yu_£'  ^/u  — «' 

on  aura  par  l'équation  (G)  du  n"  5i, 

F.  _  îfD  +  /p-'(i/B  —  .Q 


y/B  — «        LfEf   4-Lf-'(v/B  — .') 
savoir  , 

E[L?EÇ+  L«_1(v/B— é«)] 

=  z«eç(v/b  —  0  +  'S_I  [B  +  «ç  —  («e+0  v^]; 
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de  sorte  qu'en  comparant   la   partie   rationnelle  avec    la    rationnelle  , 
et  l'irrationnelle  avec   l'irrationnelle,  on  aura 


L?_,  =   PEf  —  /'-'  («-•  +  i) 


—  l'Eh+lf-'  (B  +t«f) 


E  ' 

d'où,   à  cause   de   B — (e?)m  =  EÇE?+I,  on  aura 

L—  E 

Or,    p  étant  =  f/.  -f-  «v  -f-  tt  ,   on    aura 

de  sorte  que  ê?  et   Eç '~I    seront    connus,    quel    que    soit    le   quan- 
tième j>. 

62.  Supposons,  pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  for- 
mules précédentes,  qu'on  demande  la  racine  carrée  de  ~-  par  une 
traction  continue. 

Faisant  x  =  y/^- ,  on  aura  l'équation  ùx1 —  11=0;  donc 
(  n°  J2)  E  =  1 1  ,  E'  =  3  ,  i  =  o  j  ainsi  ,  on  fera  le  calcul  suivant , 
en    prenant   B  =  33  , 

E     =  11  6=0, 

33  —  o  ,  ,  ^/33_(_o  . 

t    =  —7—  =  3  ,     A     <         3^     =  1  ,     e'    =  1 .3—o  =  3, 

F'/    _   33~  9   _   o         ,»,    ^   V/33+3  .  ,03  - 

L    —  — 3 —  —  o  ,     a     <;  — g =  1  .     €    =1  .b — 3  =  5, 

cm  33 — ?.5  ,„  j/  33  +  5  ,„ 

fc     =  — y —  —   1  ,     A      < =10  ,     s'"  =10.  I 5  =  5, 

^     —  — ,       —  °  3     *■     <  3- =  1  ,     s"  =  1 .0 — j  =  3, 

.,,  33  —  f)  r>         ->,      ^    1/33  +  3 

ET   =  —g-1  =  3  ,     AT   <  v    3^     =2,     g'   =  a.3—3  =  3. 

e   m'arrête  ici ,  parce  que  je  vois  que  ET  c=  E'  et  €T  =  s'  ;  de  sorte 
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que  j'aurai,  clans  ce  cas,  [/.  =  i    et.    v  =  4  ;   cl  par  conséquent 

x  =    i   H : 


'  ■+- 


I  O     -f-      — 


.  +  i- 


+  ■ 


io  -|-  etc. 

63.  relie  est  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur  de  \/-^-; 
mais  si  on  veut  trouver  les  fractions  convergentes  vers  celle  valeur,  on 
fera  dans  les  formules  du  n°  6o,  |W=i,  »'  =  4>  et  commet  doit  être  <  j. 
on  fera  successivement  7T  =  o,  i,  2  ,  3. 

On  aura  donc  t  =  V  =  (form.  A,  n"  17)  >■' =  1,  ^'  '  =  /=  1  ; 
*  =  e'  =  3 ,  Efe  + 1  =  E"  =  8  ;  clone/"  =  (n°  60)  ^  +  1  =  £;  on 

trouvera  de  même  L'"'=  1,  F==s.  Ensuite  on  calculera  les  valeurs  de 

o 

H,  H',  etc.  jusqu'à  H"  =  H,T  par  les  formules  (C)  du  n°  48,  et  l'on 

trouvera 

H   =0  , 

H'  =1, 

H"  =à"'H'  =10, 

H"'  =  A"H"  +H'  =  11, 

H'T=ATH"»-f-H"  =  32. 

D'où  H'  =  3a,  H""1  =  n ,  e*  de  là  K"  =  ^  +  u=  a3. 

Maintenant  soit,   1°.  tt  =  o,  on  aura  II'  =  o  et  H  =  1;  car  il 

est  facile  de  voir  par  la  nature  des  formules  (C)  que  le  terme  qui  pré- 
céderait II,  serait  nécessairement  =  1  :  en  effet ,  on  doit  avoir  par  l'a- 
nalogie H'  =  X"  H  +  H  ;  on  prouverait  de  même  que  le  terme 
qui  précéderait  h,  serait  =  0;  donc  G  =E  '  =  8.  20.  Soit  7T=  i, 
on  aura  11*  =  1,  H.T  ~    =8;  donc 

G'r  =  /"f  l=€"  =  5. 
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3°.  Soit  tt  =  2_;  donc 

II"  =  10, 11""'=  i,  G  T=  .o  £*+2  +  ,.  EiK+3=Jo€'"-f-E'T=58. 
4°.  Soil  tt:=3,  donc 

\r  =  m  ,  IIT_I  =  io,    et  G*  =  iie"+-ioET  =  63. 

Donc,  substituant    ces  valeurs  dans  les   expressions  de   /f  et  L*  du 
n°  (jo  ,  et  multipliant    ensemble,   pour   plus   de  simplicité,   les  deux 

/•"  L    15 

facteurs  Ju^ — ^7  ?    ^'T  —  H*  l/B  ,    connue    aussi    les    deux 

F^dz — —  ,   G^iïr'y/B,  ce  cpii    donne  ces  facteurs  simples 

f'W  +  ™  *  (>***  +  ££)  V/B, 

on   aura   les  formules  suivantes  : 

/,-,__   (  "+      V/33)  (23+41/33)"  —  (   ■■—      y/33)  (2.3  — 4y/33)" 

2i/33 
r4n+._-  <     3+      y/33)  (23  +  4 y/33)"—  (     3-      y33)(23  — .[\      !)" 

2  1/33 

/4»+._   (   "  +    2y/33)  (23  +  4V/33)--(   .i—    21x33)  (?.3- 4y-33)' 

2^/33 
,  .,„+,__   (    6+      t/33)  (23 +  4 y/33)" -(     G-      y/33)  (2.3  — 4 y/33)» 

2  y/33 

«--m—   (i^i  +-aiy/33)  (23  +  4V/33)"— (i2i— 2iy/33)  (a3  —  4t/33)" 

2  y/ 33 

L4.+3  _   (  T.3+  1 1  y/33)  (2.3  +  41/33)-  —  (  fi3  -  ■  i  y/33)  (?3  —  4 y/33)- 

2t/33 

/4»+4_  (■^  +  ?3y/33)  (23 +41/33)- -(i32- 2.3/33)  (23  —  4 y/33)" 

2  y/33 
L4n+4__  (  >)Q+i2y/33)  (2.3 -f  4 y/33)"— (   69—  12 y/33)  (?.3  —  4 y/33)" 


2  y/  33 

au  moyen    desquelles  on  pourra  trouver  la    valeur   de  chacune  des 
fractions —,  ,  j^»  j»?   etc    convergentes  vers  la  racine  de -^y-. 
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Ainsi,  faisant  d'abord  n  =  o  ,  on  aura  les  quatre  premières  fractions; 
faisant  ensuite  n  =  1  ,  on  aura  les  quatre  suivantes  ,  et  ainsi  de  suite  , 
et  ces  fractions  seront 

r  i  IX  a3  56  rjo  r.fi;  io^ 

7*      7'      77'       TU'      35'      7;'       B75'        557"       elc- 

Si  l'on  voulait  avoir  ,  par  exemple,  le  cinquième  terme  de  celte  série, 

c'est-à-dire  la  fraction  .  bk   ,  il  n'y  aurait  qu'à  diviser  5o  par  4  »  ce  qui 

donne  12  de  quotient  et  2  de  reste;  et  l'on  ferait  n  =  12  ;  de  sorte 
qu'en  développant  la  puissance  douzième  de  23  =±=  l\  \/  33  .  et  faisant 
pour  abréger 

M  =  (23)-  +  65  (33)  (4)'  (23)>°  +  495  (33)»  ({)<  (23)« 

+  <p4  (33)3  (4)s  (23)s  +  495  (33)*  ,(4)8  (a5)« 

-f-66(33)5(4)'°(23)1  +  (33>6(4)-, 
N  =  12  (4)  (■.'.3)"  +  220  (33)  {\y  (.3)3  4-  792  (33)'  (î)5  (a3)' 

+  792(39)3(i)7(23)5+22o(33y(4)9^3)5+  12  (33)6  (.{)•'   (23), 

on  aura 

(23  ±z  4  v/33)"  =  M  d=  N  v/  33  ; 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  /!«+"  etL^2 ,  on 
aura  pour  la  fraction  cherchée  , 

2  M  +  n  N 

M  _|_  6  3T' 

Gj.  «h-  va'is  terminer  celte  remarque  par  une  observation  qui  me  pa- 
raît cligne  d'alteulion.  Lorsque  l'équation  proposéea  des  diviseurs com- 
mensurables  du  premier  dvi^ré,  alors  les  fractions  continues  qui  repré- 
senteront les  racines  de  ces  diviseurs,  seront  nécessairement  termin 
et  lorsque  l'équation  aura  des  diviseurs  commcnsurables  du  second  degré 
à  racines  réelles,  alors  les  fractions  continu  es  quiexprimerontles  racines  de 
ces  diviseurs serontnécessairement  périodiques.  Ainsi  la  méthode  des 
fractions  continues  a  non-seulement  L'avantage  de  donner  toujours  les 
valeurs  rationnelles  les  plus  approchantes  qu'il  est  possible  delà  racine 
cherchée  ;  mais  elle  a  encore  celui  de  donner  tous  les  diviseurs  commcn- 
surables du  première!  du  .second  degré  que  l'équation  proposée  peut  ren- 
fermer- Userait  à  souhaiter  que  l'on  pût  trouver  aussi  quelque  caractère  qui 
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pût  servir  à  faire  reconnaître  les  diviseurs  commensurables  des  troi- 
sième, quatrième,  etc.,  degrés,  lorsqu'il  v  en  a  dans  l'équation  propo- 
sée; c'est  du  moins  une  recherche  qui  me  paraît  très  digne  d'occuper  les 
Géomètres 

ARTICLE    III 

Généralisation  de   la   théorie  des  Jraelions   continues. 

65.  ÏNous  avons  supposé  dans  le  chapitre  111  que  les  nombres 
p ,  q  ,  r,  etc.,  étaient  les  valeurs  entières  approchées  des  racines 
X)jr,  z,  etc. ,  mais  plus  petites  que  ces  racines,  c'est-à-dire  que 
/>,  q,  r,  etc.  ,  étaient  les  nombres  entiers  qui  seraient  immédiatement 
plus  petits  que  les  valeurs  de  x,j',  2,  etc.;  cependant  il  est  clair  que 
rien  n'empêcherait  qu'on  neprît  pour/?,  q  ,  r,  etc. ,  les  nombres  entiers 
qui  seraient  immédiatement  plus  grands  que  les  racines  x, /,  s,  etc. 

66.  Imaginonsdonc  qu'on  prennepour/?  le  nombre  entier  qui  est  immé- 
diatement plus  grand  que  x,  en  sorte  que/?  >•  x  elp —  1  <  x,  il  est  clair 

qu'il  faudra  dans  ce  cas  x  =  p ,  c'est-à-dire  qu'il  faudra  prendre/ 

négativement,  et  comme  x  </>  et  >  p  —  1    on  aura   -  >  o  cl  <  1, 

et  par  conséquent/  >  1  ,  comme  dans  le  cas  où  l'on  aurait  pris/)  plus 
petit  que  x  (n°  18).  Ainsi  on  pourra  prendre  de  nouveau  pour  q,  le 
nombre  entier  qui  serait  immédiatement  plus  petit  que/,  ou  celui 
qui  serait  immédiatement  plus  grand,  et  l'on  fera  dans  le  premier  cas 

/=</+-,  et  dans  le  second,^  =q ,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  on  aurait  donc 

X  =  p  ±  p ,       /  =  q  =fc  l-,         z  =  r  d=  \,     etc. 


n 


ce  qui  donnerait  la  fraction  continue 
x  =;  p  =fc  — — 


1 


// 


,  etc.  , 


où  il  est  Lon  de  remarquer  que  chacun    des  dénominateurs  </,  r,  etc. 


54  DE   LA  RESOLUTION 

qui  sera  suivi  d'un  signe — ,  devra  nécessairement  être  =  2,  ou  >  2; 
car  ,  puisque  y  >  1  ,  si  on  fait  J>'  =  <7  —  -,on  aura  «7  —  ->  1  , 
donc  q  >  1  H — ,  donc  <y  devant  être  un  nombre  entier,  sera  néces- 
sairement =  2 ,  ou  >  2  ;  et  ainsi  des  autres. 

67.  J'observe  maintenant  que  ces  sortes  de  fractions  qui  procèdent 
ainsi  par  addition  et  par  soustraction,  peuvent  toujours  facilement  se 
changer  en  d'autres  qui  ne  soient  formées  que  par  la  simple  addition. 

En  effet ,  supposons  en  général 

a  —  -  =  A  -f-  rjr, 

a  et  A  devant  être  des  nombres  entiers,  et  t,  T  des  nombres  plus 
grands  que  l'unité;  on  aura  donc  a  —  A  =  --f-^.;  donc,  puisque 
-  <  1  ,  et  ^  <  1  ,  — |—  rrr  sera  <  2  ;  donc  on  ne  pourra  supposer 
que  a  —  A  =  1  ,  ce  qui  donne  A  =  a  —  1  ;  on  aura  donc 
a  —  L  —  a—i-j-^-  donc  ~  =  1  —  \ ,  et  T  =  ^  =  '  +  7=7  i 
de  sorte  qu'on  aura  en  général 

1  , 

a =  a  —  1  -f- 


/  '  I      +      I 


t    I 


et  cette  formule  servira  pour  faire  disparaître  tous  les  signes  —  dans 
une  fraction  continue  quelconque. 
Soit ,  par  exemple,  la  fraction 

elle  deviendra,  en  faisant «=/?,  et  t  =  q  +-',  etc., 

z'-'  +  rrr 


1—  !   +1 

r  etc. 
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Si  l'on  avait  la  fraction 

r  etc., 
elle  se  changerait  d'abord  en 

r-'  +  rir, 


retc, 

et  ensuite  en 


P 


»  +  « 


7  —  2+   J 


«  +  > 


r  —  i    etc. , 

et  ainsi  des  autres  fractions  semblables.  11  est  bon  de  remarquer  qu'il 
peut  arriver  que,  dans  ces  sortes  de  transformations,  quelqu'un  des 
dénominateurs  devienne  nul,  auquel    cas  la  fraction  deviendra   plus 
simple. 

En  effet,  supposons  que  la  fraction  à  réduire  soit 


sera 

P  ■ 
_   i  -l 

i 

la  transformée 

1  +1 

r  etc 

i 

•  5 

c'est-à-dire 

P  ~ 

~  '  ^ 

i+  i 

0+I_ 

r 

etc., 

P  — 

etc. 

De  même  ,  si  1 

'on  avait 

la  fia 

ction 

elle  se  réduira 

it  à  celle 

P- 
-ci 

i 

2 —  I 

r  etc. 

5 

P—   ' 

+  7 

I 

+ 1 

0+1 

i4- 

1 

IO.  . 
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1 

savoir  ,  p  —  i  + 


2  +  1 


r  —  i  etc., 
et  ainsi  du  reste. 

68.  La  formule  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus,  et  qu'on  peut  mettre 
sous  cette  forme 

■        i 
a-f-  — ; — 

i  +  r  .  i 

-  — ,«+  i  — 


,—--!-'  i  +   1    ' 

fait  voir  qu'une  fraction  continue  dont  tous  les  termes  ont  le  signe  +  , 
peut  quelquefois  être  simplifiée  en  y  introduisant  des  signes  —  ;  c'est 
ce  qui  a  lieu  lorsqu'il  y  a  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité  ;  car  soit, 
par  exemple  ,  la  fraction 

r  +  etc. , 
elle  pourra  se  réduire  par  la  formule  précédente  à  celle-ci  , 

P  +   "   —  7T~l  etc. , 

qui  a,  comme  l'on  voit,  un  terme  de  moins;  donc  si  l'on  Rivait  la 
fraction 

s  etc. , 
elle  se  réduirait  à  celle-ci 

P  H-   i 


2+1 

s  etc. 
et  si  l'on  avait  celle-ci 


P  +7+-T 


»+j 

s  etc. , 

elle  se  réduirait  d'abord  à 

P  +   i   — 


2+1 

.+_. 
s  etc.  , 
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et  ensuite  a 


s  ■+■  i  etc. . 
d'où  il  est  facile  de  conclure,  en  général,  que  si  l'on  a  une  fraction 
continue  qui  n'ait  que  des  signes  +  ,  et  où  il  y  ait  des  dénominateurs 
égaux  à  l'unité,  on  pourra  toujours  la  changer  en  une  autre  qui  ait  au- 
tant de  termes  de  moins  qu'il  y  aura  île  pareils  dénominateurs,  pourvu 
qu'ils  ne  se  suivent  pas  immédiatement;  car,  lorsqu'il  y  en  aura  deux  de 
suite,  on  ne  pourra  faire  disparaître  qu'un  seul  terme;  lorsqu'il  y  en 
aura  trois  de  suite  ,  on  pourra  faire  disparaître  deux  termes;  et  en  "é- 
néral,s'il  y  en  a  2«,  ou  2/î+  i  de  suite,  on  ne  j  i  urra  faire  disparaître 
que  n  ou  n  -f-  i  termes. 

Aiusi ,  la  fraction  continue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre  étant,  comme  l'on  sait, 

5  + 


7+J 


292+  1 


'  +  1 


1  +  1 

2  -J-  etc. , 
elle  peut  se  réduire  à  une  autre  qui  ait  déjà  trois  termes  de  moins,  et  qui  sera 

3  + 


7  +  ' 


16  — 


294  —  J_ 

3—  1 


3  +  etc. 
69.  Pour  pouvoir  comprendre  sous  une  même  forme  générale  Jes 
fractions  continues  où  les  signes  sont  tous  positifs ,  et  celles  où  il  y  a  des 
Mgnes  négatifs,  il  est  bon  de  transformer  ces  dernières,  en  sorte  que  les 
signes  négatifs  n'affectent  que  les  dénominateurs  ,  ce  qui  est  lus  lacile  : 
car  ayant,  par  exemple,  la  fraction 


1 
P  — 


9+1 

s  -+•  etc. 
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il  est  clair  qu'elle  peut  d'abord  se  changer  en 

P  H 


+  etc.  , 


ensuite  en  celle-ci 


P  +  ZZ 


?+i 


—  7+1 


s+   etc., 
et  ainsi  des  antres. 

De  cette  manière,  la  forme   générale  des  fractions   continues    dont 
nous    venons  de  parler   ci-dessus ,    sera 

i 


P  + 


1  +  i_ 

r  -f-  etc. , 


les  nombres  p,  q,  r,  etc.  étant  tous  entiers,  mais  pouvant  être  po- 
sitifs ou  négatifs,  au  lieu  que  jusqu'ici  nous  les  avions  toujours  sup- 
posés positifs. 

Il  faut  cependant  remarquer  que  ,  si  quelqu'un  des  dénominateurs 
a  r  etc.  se  trouve  égal  à  l'unité  prise  positivement  ou  négative- 
ment alors  le  dénominateur  suivant  devra  être  de  même  signe;  c'est 
ce  qui  suit  de  ce  qu'un  dénominateur  positif,  et  égal  à  l'unité,  ne 
saurait  jaunis  être  suivi  du  signe    —  (n°  68). 

no.  H  suit  de  là  que  la  méthode  d'approximation  donnée  dans  le 
chapitre   111,   peut  être  généralisée   en  cette   sorte. 

Soit  x  la  racine  cherchée,  on  prendra  d'abord  pour  />  la  valeur 
entière  approchée  de  oc,  c'est-à-dire  qu'on  fera  p  égal  à  l'un  des 
deux  nombres  entiers  entre  lesquels  tombe  la  vraie  valeur  de  ce, 
et    qu'on    peut    toujours     trouver  par    la    méthode    du    chapitre   I"; 

l'on  supposera  ensuite  .r=/?-f-  -,  ce  qui  donnera  une  transfor- 
mée en  Y  qui  aura  nécessairement  une  racine  positive  ou  négative 
plus  grande  que  l'unité  ;  on  prendra  de  même  pour  q  la  valeur  en- 
tière approchée  dej,   soit  plus  grande  ou  plus  petite  que  J,   et  l'on 

fera  Y  =  q  -| — ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'équation  en  .r  avait  plusieurs  racines,  on  ferait  sur  les  transfor- 
mées en  y  ,  en  z  ,  en  u,  etc.  des  remarques  analogues  à  celles  du  n°  19. 
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Avant  donc 


i 


*  =  P+y,     7  —  9  +  ;>     z  =  r+à>      elc' 


on  aura 


r   +  etc.  , 

où  les  dénominateurs  </,  /•,  etc.  pourront  être  positifs  ou  négatifs  . 
comme  nous  l'avons  supposé  ci-dessus  ;  et  cette  fraction  pourra  en- 
suite se  réduire,  si  Ton  veut,  à  une  autre  dont  les  dénominateurs  soient 
tous  positifs,  et  qui  ne   contienne  d'ailleurs  que  des  signes  -f-  (i\°6']). 

L'avantage  de  la  mélliode  que  nous  proposons  ici,  consiste  en  ce 
qu'on  est  libre  de  prendre  pour  les  nombres  p,  y,  /■,  etc.  les  nombres 
entiers  qui  sont  immédiatement  plus  grands  ou  plus  petits  que  les 
racines  x,  y,  z,  etc.  ,  ce  qui  pourra  souvent  donner  lieu  à  dos 
abrégés  de   calcul  dont  nous  parlerons  plus  bas. 

Au  reste,  si  l'on  veut  avoir  !a  fraction  continue  la  plus  courte,  et 
par  conséquent  la  plus  convergente  qu'il  soit  possible,  il  faudra  prendre 
toujours  les  nombres  p,  y,  /•,  elc.  plus  petits  que  les  racines  x, y  , 
z,  etc.,  tant  que  ces  nombres  seront  différais  de  l'unité;  niais. 
dès  que  l'on  en  trouvera  un  égal  à  l'unité ,  alors  il  faudra  augmen- 
ter le  précédent  d'une  unité,  c'est-à-dire  qu'on  le  prendra  [dus  grand 
que  la  racine  correspondante;  cela  suit  évidemment  de  ce  que  nous 
avons  démontré  sur  ce  sujet  (n°  G8). 

71.   Maintenant,   si   l'on  fait,  comme  dans  le  n°  a3, 

a  =  p ,  a'  =  1  , 

/3  es  aq  +   1 ,  j8'  =  a'y  , 

y    =   £r  +   a,  y1   —   /SV  +  a', 

cf  =  ;,-  +  ;3,  «P'=>'*  +  /3', 

etc.,  etc., 

on  aura,  en  ajoutant  au  commencement  la  fraction  \  qui  est  plus 
grande  que  toute   quantité  donnée,  les  fractions 

£  ■*  £  y  J1 

o'  a.'-  £'>  y' *  7'>  ClC-? 

lesquelles  seront  nécessairement  convergentes  ■sers  la  valeur  de  x. 
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Et  pour  pouvoir   juger    de  la   nature   de   ces   fractions  ,   nous  re- 
marquerons , 

i°.  Que  l'on  aura  toujours 

ao  —   la.'  =  —   t   , 
/3a'  —  a/3'  =   i  , 

yp  -  /3y  =  —  .  , 
jy  —  yf'  =   i  , 
etc.  , 

d'où  l'on  voit  que  les  nombres  a  ,  a',  @  ,  /3',  etc.,  n'auront  aucun  divi- 

seur  commun,  et  que  par  conséquent  les  fractions  —  ,  -7,  etc.  ,  seront 

déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes. 

20.  Que  les  nombres  et,  @,y,  etc.  ,  et  a',  j8',  j/,  etc.,  pourront  être 
positifs  ou  négatifs  ;  lorsque  la  valeur  de  x  est  positive,  les  deux  termes 
de  chaque  fraction  seront  de  môme  signe  ,  mais  ils  seront  de  signes  ;dif- 
férens  lorsque  la  valeur  de  x  sera  négative  ,  et  qu'abstraction  faite  de 
leurs  signes  ,  ces  nombres  iront  en  augmentant- 

3\  Quel'onaura,  à  cause  de  x  =  p  +  -,_^  =7  -f--  ,  etc., 

a  y  ' 

B*  +  « 


X 


.  y"  +  fi 
etc. 


72.  Donc,  en  général,  si  tt,  p,  t,  sont  trois  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  série  et,  /3,  y,  etc.,  et  7T7,  p',  <r',    les  termes  correspon- 

dans  de  la  série  a',  /3',  3/,  etc. ,  en  sorte  que  -^, ,  —, ,  —,  soient  trois  frac- 
tions consécutives  convergentes  vers  la  valeur  de  a:,  on  aura 
p*'  —  7Tj>'  =  =b  1 ,  et  07/  —  per'  =  =p  1  , 

les  signes  supérieurs  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  la  fraction    - 
est  impair,  et  les  inférieurs    pour    celui  où  ce  quantième   est    pair, 
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compter  depuis  la  première  fraction  £;  de  plus,  cm  aura  (abstraction 
faite  des  signes) 

/>7T,  ff  >  f,  f' >•*',  o- '>  /»' '; 


enfin,  si  l'on  dénote  parole  terme  correspondant  dans  la  série  x,jr,z,  etc., 


on  aura  rigoureusement 


x  - 

Et  si  À-  est  la  valeur  entière  approchée  de  t,  soit  plus  grande  ou  plus 
petite  que  t,  on  aura 

a  =  fk  -f-  -x  ,       a'  —  f'h  -\-  <n' . 

73.  Cela  posé,  considérons  la  fraction  —,  et   voyons  de  combien  elle 
diffère  de  la  vraie  valeur  de  X ;  pour  cela,  nous  aurons 

Ç %t   -\-    Tt  §  ça-   —   ça-  l 


X    — 


t      s't  +  *'      i       e'(ê,'  +  jr')  f'(?'i  +  5r')' 


donc  a;  =  ^-  ± 


Ainsi  l'erreur  sera  z+z  m — ; — tt»  or ,  si  ô  et  0  -f-  1  sont  les  deux  nom- 

bres  entiers  entre  lesquels  tombe  la  vraie  valeur  de  t  ,  il  est  clair  que 
la  quantité  f't  -+-  iz'  tombera  entre  ces  deux  />'Q  -f-  tc',  et  p'(9  -j-  i)  +  ^', 

et  qu'ainsi  l'erreur  de  la  fraction-,  sera  renfermée  entre  ces  deux  limites. 

*  1 

et  =p  -ttt, 


"*"  «'(e's +  «■')'      't-e'[ç'(«  +  0+*T 

Or,  on  peut  prendre  A'  =  9  ,  ou  X-  =  ô  +  1,  de  sorte  que  l'on  aura 
a'  =  /'0  -+-  tt',  ou  =  /'(9  -f-  1)  +  W*:  d'où  je  conclus  que  si,  pour  dis- 
tinguer les  deux  cas  ,  on  nomme  c'  le  dénominateur  de  la  fraction  qui 

suit  *V,  lorsqu'on  prend  la  valeur  approchée  de  t  en  défaut,  et  2'  le  dé- 
nominateur de  la  même  fraction ,  lorsqu'on  prend  la  valeur  approchée 
de  t  en  excès-  l'erreur  de  la  fraction  4- sera  nécessairement  renfermée 

entre  ces  deux  limites  =E -n  et  ar -7—,  ■ 
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D'où  l'on  voit  que  l'erreur  ira  toujours  en  diminuant  d'une  fraction 
à  l'autre,  à  cause  que  les  dénominateurs  />',  ff'  ou  2',  etc.,  vont  néces- 
sairement en  augmentant.  On  voit  aussi,  à  cause  de  ff ']>/»'  et  2'>  />', 

que  l'erreur  sera  toujours  moindre  que  =p  —  ;  c'est-à-dire  que  l'erreur 

de  chaque  fraction  sera  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dé- 
nomiuateur  de  cette   fraction.   D'où  il  est  facile  de  conclure   que  la 

fraction  -,  approchera  plus  de  la  valeur  de  x,  que  ne  pourrait  faire 

aucune  autre  fraction  quelconque   qui  serait  conçue  en  termes  plus 

simples;  car  supposons  que   la  fraction  —  approche  plus  de  x  que  la 

fraction-,,   n  étant  <C  /',  comme  la  valeur  de   x  est  contenue  entre 

Ç,  et ç,  -f-  -77,  ou  entre  -,  et  -, tt,  il  faudra  que  la  valeur  de  —  soit 

est'  ?       ?       «  '  « 

pareillement    contenue    entre    ces    limites;    donc   la    différence    entre 

-7  et  —  devra  être  <"  — .  :  mais  celte  différence  est ; ,  dont  le  nu- 

ç  n  S  in 

mérateur  ne  peut  jamais  être  moindre  que  l'unité,  et  dont  le  déno- 
minateur sera  nécessairement  plus  grand  que  /',  à  cause  de  />«; 
donc ,  etc. 

-/j.  On  doit  remarquer,  au  reste,  que  si  les  dénominateurs  a',  /S', 
y\  etc.  sont  tous  de  même  signe  ou  de  signes  alternatifs,  les  erreurs 
seront  alternativement  positives  ou  négatives;  de  sorte  que  les  fractions 

—  ,  -g ,  —  ,  etc.  seront  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que 

la  véritable  valeur  dé  .r,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n°  23;  mais 
cela  cessera  d'avoir  lieu  Lorsque  les  nombres  a',  /S',  y ,  etc.  ne  seront 
l>;i>  <leux  à  deux  de  même  signe  ou  de  signes  dillérens;  c'est  ce  qui 
arrivera  nécessairement  lorsque,  parmi  les  dénominateurs  q,  r,  s,  etc. 
de  la  fraction  continue,  il  y  en  aura  .le  positifs  el  de  négatifs,  c'est-à- 
dire,  lorsqu'on  prendra  les  valeurs  approchées  de  x,  jr,  z,  etc.  tantôt 
plu;  grandes,  tantôt  plus  petites  que  les  véritables. 


7:).  Si  au  lieu  des  fractions  convergentes  —,   77,  — ,  etc.  on  aimait 

•  a.        /s        y 

mieux  avoir  une  suite  de  termes  décroissais,  on  remarquerait  <nie...  . 
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£  a.  f?«  — «.S  I  , 

=  - — — —  ==  -777:  et  de  même 

.5         *'  «•  *£ 


y  (3  I  f  y   _  I 

7      ?  Fy  '        F      7      T?7'  ' 


et  ainsi  de  suite  :  d'où  l'on  lire,  à  cause  de  a!  ==  1 


F'  =  a  +  71' 

y  _tt  ■     »  ! 

y'  a'/S'  (S'y' 

£_ 1  J ,        » 

J"  —  *  "+"  «''£'  S  y    "T'y  à 


et,  en  «énéral , 


\  =  a  -4-  -T77  —  77-7  +  tv  —  etc.  dz  -n- 

(  l     a.(6'  d'y      '     ycF  5T{' 

Ainsi  on  aura  pour  la  valeur  de  x  la  série  et  -f-  -757  —  •=-»  -f-  etc. ,  la- 
quelle en  approchera  d'autant  plus  qu'elle  sera  poussée  plus  loin  :  et 
si  après  avoir  continué  cette  série  jusqu'au  terme  quelconque  zh—r-j, 

on  veut  savoir  de  combien  elle  diffère  encore  de  la  véritable  valeur  de 
x,  on  sera  assuré  que  l'erreur  se  trouvera  entre  ces  deux  limites.  .  . . 

qz-7-7  et  ^p-7=?  (n°  73),  de  sorte  qu'elle  sera  nécessairement  moindre 

que  p 

76.  11  est  à  remarquer  que  chaque  terme  de  la  série 

«•+T77   57T-1-  ÇtC. 

répond  à  chaque  terme  de  la  fraction  continue 

r-f-  etc. 

d'où  elle  dérive;  de  sorte  que  la  série  dont  nous  parlons  sera  plus  ou 
moins  convergente,  suivant  que  cette  fraction  le  sera.  Or  nous  avons 
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donné  plus  haut  (n°  68)  le  moyen  de  rendre  une  fraction  continue  la 
plus  convergente  qu'il  est  possible  ;  donc  on  pourra  avoir  aussi  la  suite 
la  plus  convergente  qu'il  soit  possible. 

Ainsi,  pour  avoir  une  suite  qui  soit  la  plus  convergente  de  toutes 
vers  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  prendra  la  fraction 
continue  qui  exprime  ce  rapport;  et  après  l'avoir  simplifiée  comme 
nous  l'avons  fait  (u°  68) ,  on  la  mettra  sous  la  forme  suivante  : 


7+J 

16+  i 


•294+1 


3+i 


—  3  +  etc.  , 

de  sorte  qu'on  aura  p  =  3 ,  7  =  7,  /■=  16,  s  =  —  294  ?  et-c-  donc  on 
trouvera  (11°  7  1) 

a!  =  i,/3'==7,y=7.i6+i  =  ii3, 

&  =  n3  x  —  294  +  7  =  —  332 15, 

é'   =  —  33a  iJ  x   3  -f-  1  r  3  =  —  99532, 

£'  =  —  99532   x  —  3  —  332i  5  ==  26538 1,  etc. 

de  sorte  que  la  série  cherchée  sera 

"?    1    _  ___  ____^_  __  _^__^___ w^mm  _^^__^____ m .     ctc 

7         7 . 1 13         ii3.33ai5        332i5. 99532        99532. a6538i  ' 

ARTICLE    IV. 


Ou  l'on  propose  différons  moyens  pour  simplifier  le  calcul  des  racines 
par  les  fractions  continues. 


77.  Nous  avons  trouvé  en  général  (n°  72)  que  si  —,  et  -,  sont  deux 
fractions  consécutives  convergentes  vers  la  valeur  de  jc,  on  aura. .  .  . 
x  =  ,  *",  ;  donc  si  l'on  substitue  cette  expression  de  x  dans  l'équa- 
tion en  x  dont  on  cherche  la  racine,  on  aura  une  transformée  en  t, 
qui  sera  nécessairement  la  même  que   celle  qu'on  aurait  eue  par  les 
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substitutions  successives  de  }>-{--  à  la  place  de  x,  de  q-\-  - ;  à  [a  place 

de  y ,  etc.,  et  pour  avoir  la  fraction  suivante  -,,  il  faudra  trouver  la 
valeur  entière  approchée  de  t ,  laquelle  étant  nommée  £,  on  aura 

a  =r  If  +  ^r,         o'  =  /•/»'  +  7r'. 

De  cette  manière,  connaissant  les  deux  premières  fractions  —  et  —, . 

qui  sont  toujours  £,  et  -  (  n°  71  ),  on  pourra  trouver  successivement 
toutes  les  autres,  à  l'aide  de  la  seule  équation  en  x. 

78.  Or ,  soit  qu'on  emploie  les  substitutions  successives  de  p  -f-  - 
à  la  place  de  x,  de  (j -\ —  à  la  place  de  y,  etc.  soit  qu'on  fasse  usage 

Cf        1        tf[ 

de  la  substitution  générale  de   ,        ,  à  la  place  de  x,  la  difficulté  se 

réduira  toujours  à  trouver  dans  chaque  équation  transformée,  la  va- 
leur entière  approchée  de  la  racine  positive  ou  négative,  au-dessus  de 
l'unité  que  cette  équation  contiendra  nécessairement  (  n°  70  ).  Si  la 
première  valeur  approchée  de  p  ne  convient  qu'à  une  seule  racine  . 
alors  toutes  les  équations  transformées  en  y,  en  z,  etc.  n'auront  cha- 
cune qu'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité;  de  sorte  qu'on 
pourra  trouver  les  valeurs  entières  approchées  de  ces  racines  par  la 
simple  substitution  des  nombres  naturels  (nc  19).  M;iis  si  la  même  Mi- 
leur  appartient  à  plusieurs  racines,  les  transformées  auront  nécessai- 
rement plusieurs  racines  plus  grandes  que  l'unité,  soit  positives  ou 
négatives,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  de  ers  transformées  qui 
n'ait  plus  qu'une  pareille  racine;  car  alors  toutes  les  suivantes  n'en  au- 
ront plus  qu  une  seule  au-dessus  de  l'unité,  comme  nous  l'avons  dé- 
montré dans  le  numéro  cité. 

Avant  d'être  parvenu  à  cette  transformée,  il  arrivera  souvent  que 
la  simple  substitution  des  nombres  naturels  ne  suffira  pas  pour  faire 
trouver  les  valeurs  entières  approchées  dont  on  aura  besoin  ,  parce 
que  l'équation  aura  des  ratines  qui  différeront  entre  elles  par  des 
quantités  moindres  que  l'unité.  Dans  ce  cas  donc,  il  semble  qu'il  fau- 
drait avoir  recours  à  la  méthode  générale  que  nous  avons  donnée  dans 
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Je  chapitre  premier;  ruais,  ayant  déjà  employé  cette  méthode  pour 
trouver  les  premières  valeurs  approchées  des  racines  x  de  l'équation 
primitive,  on  pourra  se  dispenser  de  faire  Un  nouveau  calcul  à  chaque 
équation  transformée  j  c'est  ce  qu'il  est  bon  de  développer. 

-i).  En  faisant  usage  de  la  mélh  >de  dont  nous  parlons,  on  trouvera 
d'abord  les  limites  cure  lesquelles  chaque  racine  réelle  de  l'équation 
proposée  sera  renfermée,  en  sorte  qu'entre  deux  limites  trouvées,  il  n'y 
ait  qu'une  seule  racine  (n°   i3). 

Soient   A  et  A  les  limites  de  la  racine  cherchée;  l'expression  .... 

fit     1     rr  7T  X   '     *  TV 

x  =  -, — ; — 7  donne  t= ?— :  donc  la  valeur  de  t  sera  renfermée 

ç  t+T  ?  —  s* 

entre  les  limites  — ^— :— ,  — ,■  -;  par  conséquent,  si  ces  dernières  li- 
mites durèrent  l'une  de  l'autre  moins  que  de  l'unité,  on  aura  sur-le- 
champ  la  valeur  entière  approchée  de  t  ;  mais  si  elles  diffèrent  Tune 
de  l'autre  d'une  quantité  égale  ou  plus  grande  que  l'unité,  alors  ce 
sera  une  marque  que  la  racine  cherchée  t  différera  des  autres  racin  es 
de  l'équation  transformée  en  t  par  des  quantités  égales  ou  plus  grandes 
que  l'unité;  de  sorte  qu'on  sera  sûr  de  pouvoir  trouver  la  valeur  en- 
tière approchée  de  cette  racine,  par  la  simple  substitution  des  nombres 
naturels  à  la  place  de  t;  et  la  même  chose  aura  lieu,  à  plus  forte  rai- 
son, dans  les  transformées  suivantes. 


■x  X 


8o.  La  formule  f  =  -- ; —  peut  être  aussi   très  utile  pour  réduire 

en  fraction  continue  toute  quantité  x  qui  sera  renfermée  entre  des  li- 
mites données,  au  moins  pour  trouver  les  tenues  de  celte  fraction 
qui  pourront  être   donnés  par  ces    limites;  car  nommant,  connue  ci- 

dessus,  A  et  A  les  deux  limites  de  x  ,  on  aura  —  et  — r—  pour 

'  ç  —  çA  p  —  ç  A     ' 

celles  de  t  ;  de  sorte  que,  tant  que  la  différence  entre  ces  dernières 
limites  ne  sera  pas  [dus  grande  que  l'unité,  on  pourra  trouver  exac- 
tement la  \aleur    entière    de  t  :    ainsi  ,    prenant  5   et        (  p   étant    la 

valeur  entière  approchée  de  x)  pour  les  deux  premières  fractions, 
on  pourra  pousser  la  suite  des  fractions  convergentes,  et  par  con- 
séquent  la  fraction  continue,  jusqu'à  ce  que  les  limites  dont  nous 
parlons  diffèrent   entre  elles  d'une  quantité   plus  grande  que  l'unité; 


des  l:quatio>s  nl.mi.iuoi  es.  s: 

alors  i!  faudra  s'arrêter,  parce  que  les  limites  données  >  ♦  t  A  m 
comporteront   pas  une  plus  grande  exactitude  dans  lu  valeur  d<     <. 

Par  ce  moyen,  on  n'aura  jamais  à  craindre  de  se  tromper  en  pous- 
sant la  fraction  continue  plus  loin  qu'on  ne  doit,  comme  cela  arri- 
verait facilement  si,  pour  avoir  cette  fraction,  on  se  contentait  de 
prendre  un  des  nombres  A  ou  A,  et  iVy  pratiquer  la  même  opéra- 
tion dont  on  se  sert  pour  trouver  la  plus  grande  commune  mesure, 
conformément  à  la  manière  usitée  de  réduire  les  fractions  ordinaires 
en    fractions  continues. 

Pour  pouvoir  employer  cette  méthode  en  toute  sûreté,  il  faudrait 
faire  la  même  opération  sur  les  deux  nombres  A  ou  A,  et  n'admettre 
ensuite  que  la  partie  de  la  fraction  continue  qui  proviendrait  égale- 
ment des  deux  opérations  ;  mais  la  méthode  précédente  paraît  plu? 
commode   et  plus  simple. 

81.  Voyons  maintenant  d'autres  moyens  pour  simplifier  encore  la 
recherche  des  valeurs  entières  approchées  dans  les  différentes  équa- 
tions  transformées.  Soit 

r  —  at"-'  +  IW—>  —  etc.  =  o  , 

une  quelconque  de  ces  équations,  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouve! 
la  valeur  entière  approchée  de  /,  que  nous  désignerons  en  général 
par  A;  celte  équation  étant  dérivée  de  l'équation  proposée  en  .(  . 
sera  du  même  degré    que  celle-ci,  et  aura  par  conséquent    le  même 

nombre  île  racines,  que  nous  supposons  égal  à  n. 

]>ous   avons    trouvé    en   général   (n°  -j»))    t  =  — — —   ,  ce  qui  se 


réduit    à     t  =  -r  x =  -,   x  l  mais. 

e  £  _  v        «        V   i 

t      '  ^  t 

, —  —,  =  =t  —  ,    le  signe  supérieur     étant    pour   le    cas  où  le    quan- 
tième de  la  fraction  %  est  pair,  et   l'inférieur  pour  celui  ou  ce  quan- 


tième es)   impair;   donc   on  aura 

t  =  =fc 


<*(*-) 
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Donc  ,  si  l'on  dénote  par  x  la  racine  cherchée,  et  par  x\  x",  etc. 
les  autres  racines  de  l'équation  en  x ,  qui  sont  au  nomhre  de  n ,  et 
qu'on  dénote  de  même  par  t,  t',  t",  les  valeurs  correspondantes  de  /, 
on  aura 


t  =rf= 


'•e-o 


t' b  ! - 

t"=  =fc         '  ^ 


<*($-') 


etc. 


Mais  l'équation  en  t  donne  a  =  t  +  ^  -f-  t"  -f-  etc.  ;  donc  substi- 
tuant les  valeurs  de  t',  t''}  etc.  que  nous  venons  de  trouver,  et  qui 
sont  au   nombre  de  n  —  i ,   on  aura 


-f-  etc. 


Or  nous  avons  trouvé  (a"  r3)  -,  =  xdtz  -m — ; — n,  ou    bien   en  fai- 

sant  f'<  +  '?r'=  4/'j  "'==-r— JT7"'  ou  ^'on  remarquera  que  f't-\-7r' 
étant  renfermé  entre  les  limites  <r'  et  2',  qui  sont  l'une  et  l'autre 
plus  grandes  que  />'  (n°  72),  la  quantité  -\,  sera  nécessairement  plus 
grande  que  l'unité.  Donc  ,  faisant  cette  substitution  dans  la  formule 
précédente  ,  on  aura 


t  =  a-\- 


« 


\j\x-, 


— --f-etc. 


»0±r      e"(*-*')±T 


Mais   les    quantités    x  —  x' ,   x  —  ar",    etc.   sont   données  ,    et   la 
quantité />' va  toujours  en  augmentant;    donc  puisque   la    fraction  -. 
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est    toujours   moindre    que    l'unité,    il    est     clair    que    chacune   des 


quantités 


,"(*-*')  ±|       rOv—  -)d=i 


,       etc., 


ira  nécessairement   en  diminuant,   cl.  que  par  conséquent   la  somme 
de  ces  quantités,  qui    sont  au  nombre  de    n — 1  ,   ira   en  diminuant 
aussi;   de  sorte  qu'elle  deviendra   nécessairement  moindre  que  |. 
Donc,  on   parviendra   nécessairement  à  une  équation   transformée 

telle  ,  que  sa  racine  t  sera,  à  ;  près,  égale  à  a  -j — - ; — -    {a  clan!  le 

coefficient  du  second  terme  pris  négativement),  c'est-à-dire  que  cette 
racine  sera   contenue  cuire  les  limites 

a  +ilZZllfL  +  •   ct  a+  il^L  _., 

et  la  même  chose  aura  lieu  à  plus  forte  raison  pour  toutes  les  trans- 
formées  suivantes. 

Donc,  dès  qu'on  sera   parvenu  à  une    pareille  transformée,    il    u\ 
aura  qu'à  prendre  le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  quan- 
tité a -\ — - — r- — ,   c'est-à-dire,    celui    qui    sera    contenu    entre    le^ 
mêmes  limites 

a  H-  i , 1-  ±     et     a  -\- r1 ;  • 

et  ce    nombre  sera    nécessairement  un    des  deux    consécutifs,    entn 
lesquels  se  trouvera  la  vraie  valeur  «le  l,  de  sorte  qu'il  pourra  être 
pris  eu  toute  sûreté  pour  la  valeur  approchée  k  (n°    77).   Ainsi    on 
pourra    continuer   l'approximation  aussi   loin   qu'on  voudra,  sans  le 
moindre  tâtonnement. 

82.  Puisque  rt=  t-\-t'-\-t!'  ,  etc.,  en  substituant  les  valeurs  de*,  t\ 
*'',etc,  (u°  81)  on  aura 


I 

( 

I 

e 

j 

*       e,    ■ 

! h  etc.  ! 

J 

nir' 

e 

vl- 

)~7 

12 
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Or  ,  soit 

x"  —  Ax"~'  -{-  Bx"~*  —  etc.,  =  o, 

l'équation  proposée  ;  qu'on  fasse  le  premier  membre  de  cette  équation 
égal  à  X  ,  il  est  facile  de  voir,  par  la  théorie  des  équations,  que  la  quan- 

tite  =^j—  deviendra,  en  y  mettant-,  à  la  place  de  x ,  après  la  différen- 

tiation , 

h (_ h  etc., 

4-  -  ,         L.  -  x>         ±       x» 


à  cause  que  x ,  x',  x",  etc.  ,  sont  les  différentes  racines  de  l'équation 

dX 

a  _j_  l"  —  'j  *  deviendra 


X  =  o.  Donc  on  aura  a  =  =b    ,*' .     —  '-^  et  par  conséquent  la  quantité 


<1X 


7T 


—  ç'^xd*       ç' 
Donc ,  si  l'on  fait 

wg«-  —  (  B  —  1)  A{-'{'  +  (  n  —  0.  )  Bg»-y«  —  etc. 
ê"  —  Aç"-y  +  B  §"-2  ç'2  —  etc. 

la  quantité  dont  il  s'agit  sera  — — -, — -  ,  par  conséquent  les  limites  dont 
nous  avons  parle  dans  le  numéro  précédent  seront 
±:R  —  *■'  ±ïï-ît' 

"T"  5  > 


f  ç 

Ainsi  on  pourra  trouver  ces  limites  indépendamment  de  l'équation 
transformée  en  t,  et  par  le  seul  moyen  de  l'équation  proposée  en  x,  ce 
qui  pourra  servir  à  abréger  le  calcul. 

83-  Il  reste  maintenant  à  voir  comment  mi  pourra  reconnaître  si  la 
racine  t  est  renfermée  entre  les  limites  dont  il  s'agit  j  or,  cela  est  facile 
dès  qu'on  connaît  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  9,  6  -f-  1,  entre 
lesquels  se  trouve  celle  racine;  car,  soient  A -f- -5  et  A  —  -J-  les  deux  li- 
mites  données  ;  il  est  clair  que,  pour  que  t  se  trouve  entre  ces  deux  li- 
mites ,  il  faudra  que    A  tombe   entre   les   mêmes  nombres   G,  9  -f-  1  , 
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et  nième  plus  près  de  celui  de  ces  deux  nombres  «lonl  /  approchera 
davantage.  On  examinera  donc,  1"  si  A  tombe  cuire  G  cl  9+  1; 
2°  cela  étant,  on  prendra  celui  de  ces  deux  nombres  dont  A  approche 
davantage  pour  la  valeur  approchée  de  t,  que  nous  nommerons  A,  et 

faisant  t  =.  k  -\ ,  on  verra  si  l'équation  transformée  en  w  a  une  racine 

if  '  * 

positive  ou  négative  plusgrande  que  2;  si  cette  seconde  condition  a  heu. 
on  sera  assuré  que  la  racine  t  tombera  réelleinenl  entre  les  limites 
A  -+•  \  et  A  — |;  et  on  pourra  poursuivre  le  calcul ,  connue  nous  I  a- 
vons  dit  dans  le  n°  81 . 

<S  \.  On  pourrait  s'y  prendre  encore  de  la  manière  suivante,  pour  s'assu- 
rer si  la  racine i  tombe  entre  les  limites  A  -f-  \  et  A  —  \.  11  est  facile  de 
voir  par  le  n°  81  que  la  difliculté  se  réduit  à  savoir  si  la  somme  des 

.    ,           1                 1  i-   •   #  1  •    1 

quantités  , ,  etc.,  divisée  par  f  *,  est   moindre  que  j: 

L,   -  *'     ?~  -  x" 

S  ? 

ainsi  il  ne  s'agira  que  de  trouver  une  quantité  qui  soit  plus  grande  que 

cette  somme,  et  de  voir   ensuite  si  celle  quantité  est  moindre  que  — . 

(  >r.  -oient  x ,  x',  x",  etc.  ,  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée, 
que  nous  supposerons  au  nombre  de  f/.;  et 

£  +  4  /  —  1,      %  —  4  V  —  i, 

r+4v->>    r-4v  -  »,etc., 

les  racines  imaginaires  que  nous  supposerons  au  nombre  de  zv ,  en  sorte 
que//,  -f-  iv  =  n\  comme  la  fraction  ^  diffère  de  la  racine  .r  d'une 

quantité  moindre  que  -^  (n°  73),  il  est  clair  que  si  A  est  une  quantité 
égale  ou  moindre  que  la  plus  pctile  des  différences  entre  les  racines 
réelles  de  la  même  équation,  chacune  des   quantités  réelles 

T  —   * 
I  ,  .  ,  I 

,  etc.  sera  nécessairement,  moindre  que -,  et  par  conse- 

quenl  la  somme  de  ces  quantités,  qui  sont  au  nombre  de  /x  —  1 ,  sera 

inouidre  que •. 

Ç 

12.  . 
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Considérons  ensuite  les  quantités  imaginaires ,  lesquelles  seront  deux 
à  deux  de  la  forme 


»0  -  0 

de  sorte  qu'on  aura  v  quantité  de  la  forme ? — — 

(?  - •>  -  *. 

marque    que ,  quels   que  soient  les    nombres  4->  ?  >   -\>  ,    la    quantité 

<£-«) 

sera   toujours    moindre    que  -r  ;  en  effet  si  l'on  consi- 

dére  la  quantité    a  ^   ,  a ,   et  qu'on  fasse ,  ce  qui  est  toujours  permis  . 
y  =  4  tan»  $  ■>  c^e  deviendra 

2sin  <f>  cos  <p  sin  2<p 

or  la  ]>lus  grande  valeur  de  sin  2<p  est  l'unité;  donc  ,  etc. 

Donc ,  si  on   dénote  par  n  une  quantité  égale  ou  moindre  que  la 

plus  petite  des  quantités  4-  ,  -\>' ,  etc.,  la  quantité  —  sera  nécessairement 

plus  grande  que  la  somme  des  quantités  imaginaires  dont  nous  parlons. 

Donc  ,  en  général ,  la  quantité  — (-  —  sera  plus  grande  que  la 

somme  de  toutes  les  quantités 


4_rf  <_* 


,  etc. 


e 

Donc  ,  si  l'on  a 

ti  -  i 


j  sa  —  i     '     ç  °n 


+  1^7  =  ou  <  ï  ' 


A  et  n  étant  prises  positivement ,  on  sera  sûr  que  la  racine  t  tombera 
entre  les  limites  proposées. 
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Or,  pour  avoir  les  nombres  Ael  n,  lorsqu'on  ne  connaît  pas  d'a- 
vance les  racines  de  l'équation  proposée  ,  il  n">  aura  qu'à  chercher  dans 
l'équation  des  différences  (D)  du  n°  8,îa  limite  /des  racines  positives,  et 
la  limite  — A  des  racines  négatives,  cl  on  pourra  prendre  pour  a  un  nom- 
bre quelconque  =  on  <  — r,  et  pourllun  nombre  quelconque  =  ou 

<  recela  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  démontre  dans  l'en- 
droit cité. 

85.   Si  1  on  avait  — — 1- — -  ■<  £,  alors  la  condition  requise  muait 

lien  dès  le  commencement  de  la  série;  tic  sorte  qu'on  pourrait  appro- 
cher de  la  valeur  de  x  sans  aucun  tâtonnement  ;  voici  le  procédé  du 
calcul- 
Ayant  trouvé  la  première  valeur  entière  approchée  de  ce,  qu'on 
pourra  prendre  ou  plus  petite  ou  plus  grande  que  x  à  volonté, 
et  nommant  celte  valeur  p  ,  on  aura  les  deux  premières  fractions 
1      P 


O  1 


On  fera  donc,  i°.  7r  =  i ,  tf'  =  o,  f>  =  p,  /'=  i,  et  substituant 

ces  valeurs  dans  l'expression  de  R  (n°  82) ,  on  prendra  le  nombre  entier 

P   __    1 

qui  approchera  le  plus  de —, ,  c'est-à-dire  de  —  II,  lequel  (tant 

nomme  k ,  on  aura  la  fraction  t4— r  =  —rr — • 

/•ç    -+-  -x  k 

i°.   On  fera  7rz=p,  7r'  =  1  ,  /  =  kp  -f-  1  ,   /»'  =  £,  et  substituant 

dans  R,    on   prendra  le  nombre    entier   qui  approchera  le  plus  de... 

R  —  "■'      '  ,.      R  — 1  ,  ,   .. 

— -, — ,  cest-a-dire  — - — ,  et  ce  nombre  étant  nomme  A,  en  aura  la 

r     .  •       *'?  +  *■       *'  (kp  +  0  +  p 
fraction  77V; — ;  = —    ,,,      '  ^-. 

L %  +  *  H-  +  i 

3*.  On   fera  w  ==  hp  -f-  1  ,    rf  ==  k',  f  =  k'  (kp  +   1)  +  p, 
f'   =   "«  -f-   1  ,    et    on  prendra  la  valeur  entière   la   plus  approchée 

T>     ^^        '  T%    7  ' 

Je ou  ____^__  ^  laquelle  étant  nommée  À",  on  aura  la  frac- 

£ '?  +  ""  .... 

tion  -rrr-; — -,  =  etc. ,  et  ainsi   de  suite. 

De  cette  manière,    la   valeur  de  x  sera  exprimée  par  la  fraction 
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continue 

i 


P  + 


k-+-  i 


yfr'-f-  I 

k"  +  etc. 


ou    par    les   fractions   convergentes 

o  '    i  '        k'      '         k'k  -+-  i 


,    etc. 


86.  Si  l'on  n'a  pas  d'abord  -g-—  +  ^  <1>  il  n'y  aura  qu'à  cher- 
cher la  fraction  continue  par  la  méthode  ordinaire,  jusqu'à  ce  que 
l'on  arrive   à  une  fraction   dont  le   dénominateur  /'  soit  tel  que  l'on 

ait    >Ca~L! ^"~hi  ^  »  '  0U  ^eU  iUS(ïu^  ce  ^ue  ^'on  parvienne  à  une 

transformée   qui  soit   dans  le    cas  du  n°  83. 

Vu  reste,  comme  en  augmentant  toutes  les  racines  d'une  équa- 
tion dans  une  raison  quelconque,  on  augmente  aussi  dans  la  même 
raison    les   différences   entre    ces    racines ,    il   est   clair  que  si,   dans 

l'équation  proposée,  on  met  -.  à  la  place  de  x  ,  ce  qui  en  augmen- 
tera les  racines  en  raison  de  il/,  les  nombres  A  et  n  qui  con- 
viendront à  la  nouvelle  équation,  en  seront  augmentes  dans  la  même 
raison,  et  par  conséquent  deviendront  JA  et/Tl;  donc  on  pourra 
faire  en  sorte  que  la  condition  du  n°  85  soit  vérifiée  ,  en  donnant 
à  f  mie  valeur   telle  que 


Alors  on  pourra  toujours  se  servir  de  la  méthode  du  numéro  cité, 
pour  approcher  sans  tâtonnement  de  la  valeur  cherchée  de  x  ;  il  fau- 
dra seulement  diviser  ensuite  celle  valeur  par  f,  pour  avoir  la  véri- 
table racine  de  l'équation  proposée  :  il  est  vrai  que,  de  cette  manière, 
on  n'aura  plus  celte  racine  exprimée  par  une  simple  fraction  conti- 
nue; mais  on  pourra  néanmoins  en  approcher  aussi  près  qu'on  vou- 
dra ;   ce  qui   suffit   pour  l'usage  ordinaire. 

87.  Soit  l'équation  proposée 
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x"  —  A  =  o  ; 

en  sorte  que  Ton  demande  la  racine  n'""'  du  nombre  A. 

Soit,  i°.  n  pair,  et  =  2m,  L'équation  aura,  comme  l'on  sait,  deux 

racines  réelles  -f-  {/A   et  —   \/A  ,    et     n  —  :>.   racines    imaginaires 
qui  s'exprimeront  ainsi 

\  ."/ 


(se  .      se       ,  \       ,  . 

cos-±sin-v/-i;V/A3 


c  étant  la  circonférence  ou  l'angle  de  36o°,   et   s  étant  successive- 
ment =  I,  2,  3,  etc.   jusqu'à    m — ij    donc  on  aura    dans    ce   cas 

(n*  S/j)     ju,=2,    v=.m — 1,    et    on    pourra    prendre    A=2i/A, 

n  =  sin  -  x   l/A,  à  cause  que  sin  -    est   le    plus  petit   de  tous    les 

sin  —  ;  donc  la  condition  du  n°  85  aura  lieu  si 


1  m  —  1  , 

— 1 " —   =  ou  <  - 

2  l/A  —  J  sin      X  l/A 


donc  elle  aura  lieu  sûrement  toutes  les  fuis  que  l'on  aura 


A  =  ou  > 


a 


.    3(>o° 
sin 

11. 


Soit,  2°.    n  impair   et  =:>m-f-i,  l'équation    n'aura   qu'une   seule 
racine  réelle  j/A  ,  et  elle  aura  im  imaginaire  s  de  la  forme 

(cosi  ±sinï  ^~~  0^A' 

en  faisant  successivement  5=1,2,  etc.  ,  jusqu'à  m  ;  donc  on  aura 

dans  ce  cas  ,  ft  =  1  ,    v  =  m,  et  comme  le  plus  petit  des  sin    -  est, 

,                          ,            .     1800                               ,               .     180° 
a  cause  do  n  =  1  m  -f-  1 ,  sin ,  on  pourra  prendre  n  =  sm 

X   y/A  ;    de  sorte  que    la  condition  du  numéro  cité  aura  lieu  ici  ,  si 
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i8o°  ".  ^   ,       ,        ,     ,.  ... 

s;n    x  yA.  =ou   <  \,  cest-a-dire,  si   I  on  a  A  =  ou  ...  . 


;i   —    1 


>>  I      .     itio"    | .  Donc ,  lorsque  le  nombre  A  ne  sera  pas  au-dessous  des 


siu 

n 


innites  que  nous  venons  de  trouver,  ou  pourra  toujours,  en  faisant 
usase  de  la  méthode  du  n°  85,  trouver  directement  et  sans  tâtonnement 
la  racine  n ""'  de  ce  nombre;  et  s'il  est  plus  petit  que  ces  limites,  on 
pourra  toujours  le  rendre  plus  grand  en  le  multipliant  par  un  nombre 
quelconque  qui  soit  une  puissance  exacte  du  même  exposant  n  ;  en  sorte 
qu'après  avoir  trouvé  la  racine  de  ce  nombre  composé,  il  n'y  aura 
plus  qu'à  la  diviser  par  celle  de  son  multiplicateur  pour  avoir  la  racine 
cherchée  de  A. 

Quant  à  la  valeur  <leP\.  (n°  85),  elle  sera  pour  l'équation  x" —  A=o, 

R    =         "C-'  , 
?  -  A?'" 

s  S.  Puisque  le  cas  de  n  =  2  peut,  se  résoudre  par  la  méthode  de 
l'art.   11   ci-dessus ,  nmis    eu  ferons  "abstraction  ici  ;  soit  donc 

i",  «  =  [,onaurasin — 7—  =  1  ;  donc  A  =  ou  >  (4- 

1 

_  •     36o«        V/3      , 

2".  n  =  o,  on  aura  sm  —~-  =-g-  ;  donc  A  =  ou  >  d3.  ff. 

.     36o°        1/2      ,         .  ^      ,     ,. 

3°.  n  =  8,  on  aura  sin  — ip  = —  J  donc  A  =  ou  >  2*.  4. 

El  ainsi  de  suite. 

De  même,  si  1  on  fait 

3Go°        V/3     1         4  ^      43 

i°.  n  =  a,  on  aura  sin  — 5-  =  — -;  donc  A  =  ou  >  -, 

20.  72=  5,  on  aura  sin  _-  ;  et  faisant  le  calcul  par  les  logarithmes  . 
on  trouvera  A=  ou  >  i3i5  ,  et  ainsi  de  suite. 

8i).  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  la  racine  cubique 
de  17;  puisque  17  est  >  r-r=  ,  à  cause  de  3 1/3  >4,  on  pourra 
employer  d'abord  la  méthode  du  n°  8~>.  Ou  aura  donc  ici,  à  cause 
de  n  =  3   et   A=  17   (n°  87)  ,    R  =    -7— ^  .  Or,  le  nombre  en- 
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tier  le  plus  proclie  de    \Zi^  est   a  ou  3;  de  sorle  qu'on  pourra  faire 
à  volonté  p  =  2    ou  p  =  3. 

Faisons  /?=:2,  et  les  premières  fractions  seront  £,  }  ;   donc, 

I".    W  =  I,    7T'=0,    f  =  2,     p'=   I  ,      doUC    R  =  g-^-  =  —  |  ;      et 

le  nombre  entier  qui  approche  le   plus  de  — — ~~  *  iu  i  i  ,  duui 

k'  =:  i ,  ce  qui  donne  la  Traction    — =:  y. 

2°.       7T   =2,       <7t'=I,       f   =    3  ,      /   =    I  ,      donc,       11    =    ^       Ot 

T>     __         ' 

r—  =  îr  J  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de  ~  étant    2  . 

on  fera  k'  =2,  ce  qui  donnera  la  fraction  -rrrr—?  —  i. 
3°.  -rr  =  2  ,  7f'  =  i  ,  f  =  8  ,  /> '  =  3  ;    donc 

p—   3.»       _1JL±  -R  —  *•'__        .*,  , 

tV gi  _   ,7,3i    53     >    el  ç' .53  5 

le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  cette  fraction  sera    —  ■?.  ; 
•donc  A""  =  —  2,   et  la  fraction     /,      -  sera    q  ,  etc. 

3 

De  cette  manière,  on  aura  les  fractions  convergentes  vers    V^'?? 
i  2  3  8         —  i3 


o  '        i  '        !  >        3'  —  5  ' 

et  la  fraction  continue  sera 


+J 

2+1 

_  2  -f-  etc. 


etc. , 


r 
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THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


NOTE    PREMIÈRE. 

Sur  la  démonstration  du    Théorème  I. 

Les  deux  théorèmes  du  chapitre  Ier  sont  la  base  de  toute  la 
théorie  des  équations ,  et  doivent  être  démontrés  d'une  manière 
rigoureuse,  et  sans  rien  emprunter  de  celte  même  théorie.  La  dé- 
monstration que  j'ai  donnée  du  premier  théorème  (n°  i),  est  tirée 
de  la  considération  des  facteurs  de  l'équation,  et  pourrait  laisser  des 
doutes  relativement  aux  facteurs  imaginaires.  Il  est  vrai  qu'en  sup- 
posant connu  le  théorème  sur  la  forme  des  racines  imaginaires,  on 
est  sûr  que  le  produit  de  deux  facteurs  imaginaires  correspondant . 
est  toujours  une  quantité  essentiellement  positive,  quelque  valeur 
qu'on  donne  à  X  ;  d'où  il  suit  que  la  différence  des  signes  dans  les 
résultats  des  substitutions  de  p  et  q  à  la  place  de  x ,  ne  peut  venir 
que  des  racines  réelles.  Mais  on  doit  observer  que  la  démonstration 
rigoureuse  de  ce  théorème  dépend  elle  -même  du  théorème  qu'il  s'agit 
de  démontrer;  de  sorte  qu'on  ne  peut  l'employer  dans  la  démonstra- 
tion de  celui-ci.  Pour  éviter  toute  difficulté,  j'ai  cherché  à  démon- 
trer ce  théorème  par  la  nature  même  de  L'équation,  indépendam- 
ment d'aucune   de  ses  propriétés. 

Représentons    en    général    l'équation     proposée    par    P  —  Q  =  o, 

1*  étant     la    somme   de    tous    les  termes   qui  ont   le    signe  plus,   et 

—  Q ,    la  somme   de  tous    ceux  qui    ont  le  signe  moins.  Supposons 

d'abord  que  les  deux  nombres  p  et  q  soient  positifs ,  et  que  q  soit 
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plus  grand  que  /> :  si,  en  faisant  x=p,  on  a  P — Q<o,  cl  eu 
faisant  xz=q  ou  a  P — Q>o,  il  est  clair  i[ue  dans  le  premier 
cas  I'  sera  <CQ?  et  que  dans  le  second,  P  sera  >>  Q.  Or,  par  la 
forme  des  quantités  P  et  Q,  qui  ne  contiennent  que  des  termes 
positifs  et  des  puissances  entières  cl  positives,  il  est  évident  que 
ces  quantités  augmentent  nécessairement  à  mesure  que  x  aug- 
mente ,  et  qu'en  faisant  augmenter  x  par  tous  les  degrés  insen- 
sibles, depuis/^  jusqu'à  y .  elles  augmenteront  aussi  par  des  degrés 
insensibles,  mais  de  manière  que  P  augmentera  pins  que  Q,  puisque 
déplus  petit  était ,  elle  devient  la  plus  grande.  Donc  il  y  aura 

nécessairement  un  terme  entre  les  deux  valeurs  de  p  et  y,  oit  Pég 
Q,  comme  deux  mobiles  qu'on  suppose  parcourir  une  même  ligne 
dans  le  même  sens,  et  qui,  partant  à  la  fois  de  deux  points 
différens,  arrivent  en  même  temps  à  deux  autres  points,  mais  de 
manière  que  celui  qui  était  d'abord  en  arrière  se  trouve  ensuite 
plus  avancé  (pic  l'autre,  doivent  nécessairement  se  rencontrer  dans 
leur  chemin.  Celle  valeur  de  x,  qui  rendra  P  égal  à  Q,  sera 
donc  une  des  racines  de  l'équation,  et  tombera  entre  les  valeurs 
p  et  y.  De  même,  si,  en  fusant  x  =  p ,  on  avait  P  —  Q  >  o,  et 
eu  fusant  x=(j  on  avait  1'  —  Q<«,  on  aurait  dans  le  premier 
casQ<P,  et  dans  le  second  Q>P;  et  en  faisant  augmenter  x 
depuis  p  jusqu'à  y,  la  quantité  Q  augmentera  plus  que  la  quan- 
tité P,  et   l'égalera  dans  un  point  entre  p  et  y. 

Si  les  deux  nombres  /;  et  y  étaient  négatifs,  ou  un  des  deux 
seulement,  alors  prenant  un  nombre  positif  /•,  tel  que  /•  -f- p  et 
r-\-q  soient  des  nombres  positifs,  il  n'y  aurait  qu'à  transformer 
l'équation  par  la  substitution  de  y —  rk  la  place  de  x:  on  aurait 
ainsi  une  transformée  en  y,  dans  laquelle  les  substitutions  de  r~\-p 
et  de  r  -f-  y  à  la  place  de  l'inconnue  y ,  donneraient  par  l'hypo- 
thèse des  résultai,  de  signes  contraires,  puisque  ces  résultats  sont 
les  mêmes  que  ceux  qui  viendraient  des  substitutions  de  p  et  de  y 
à  la  place  de  .r  dans  la  proposée.  Or,  les  nombres  /■  -f- /;  el  /--f-y 
étant  supposés  positifs,  on  pourra  reprendre  le  raisonnement  précé- 
dent .  el  I  on  prouvera  que  l'équation  en  y  aura  nécessairement  une 
racine  comprise  entre  les  nombres  r-\-p  et  f'-f-y;  par  conséquent. 
à  cause  de  x  =  y —  /•,  l'équation  en  x  aura  aussi  une  racint 
entre  p  el   y. 

i3.. 


v\\\\*^\\^v^^vv*\v^\^v^^^\\^\^vv\^A.VA^i^\^^^w^^^^\^^v\*vvA\vv\\^\v\\v^\^^^v^\\\v\\vv\^vvvvv%^^«^*\^^\\\v^%vw\^^^^^\^\^^ 

NOTE    II. 

Sur  la  démonstration  du   Théorème  II. 

La  démonstration  de  ce  théorème  (  n"  5)  suppose  ces  deux  piu- 
positions,  que  toute  équation  peut  se  décomposer  en  autant  de 
facteurs  simples  réels  qu'elle  a  de  racines  réelles,  et  que  le  facteur 
restant,  si  le  nombre  de  ces  racines  est  moindre  que  l'exposant 
du  degré  de  l'équation ,  est  tel  qu'il  ne  peut  jamais  devenir  né- 
gatif, quelque  valeur  qu'on  donne  à  l'inconnue.  La  première  pro- 
position a  été  long -temps  admise  par  les  analystes,  comme  un 
résultat  de  la  formation  des  équatious;  et  d' Alembevl  est,  je  crois, 
le  premier  qui  ait  fait  sentir  la  nécessité  de  la  démontrer  rigou- 
reusement. A  l'égard  de  la  seconde,  on  pourrait  la  regarder 
comme  une  conséquence  de  la  première  ;  mais  pour  ne  rien  laisser 
à  désirer  sur  la  rigueur,  il  est  bon  de  la  démontrer  aussi  en  par- 
ticulier. 

Représentons   en   général  par    (xm . .  .)   un    polynôme    quelconque 
en  x  du  degré  m,  tel  que 

,-xf  _  Axm~'  -f-  ¥>xm->  —  Cxm~3  +  etc.  =fc  A  : 

si  l'on  change  x  en  a ,  il  deviendra  (am...),  et  il  est  facile  de 
voir  que  la  différence  (xm . .  .  )  —  («m...)  de  ces  deux  polynômes 
semblables,  sera  divisible  par  x — a;  car  chaque  terme  du  poly- 
nôme (xm...),  comme  Rr",  donnera  dans  la  différence  le.- 
termes  IN  (xn  —  «"):  or  on  a  en  général,  tant  que  n  est  un  nombre 
entier   positif. 

xn  —  a"  =  (x  —  a)  (x""'  4-  ax"-'  -f-  a'x"~3  -f-  etc.  -f-  a1—')  : 

donc,    réunissant,   tous  les   quotiens,   et  les    ordonnant    suivant    le 
puissances  de  x  ,  on  aura 

(a- . .  .  )  —  (am . . .  )  =  (x  —  a)  (xm-1 . . .  ) , 
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(xm"' . . .)  étant  un  polynôme  en  x  du  degré  inférieur  m — i.  Ainsi 
on  aura,  quelle  que  soit  la  quantité  a, 

(xm...)  =  (x  —  a)  (x"-'..  .)  +  0"'...). 

De  la  même  manière,  en  prenant  une  autre  quantité  quelconque  b  . 
on  pourra  réduire  le  polynôme  (xm~ ' .  .  .)  à    cette  forme 

(*—• . .  .)  =  (>— b)  (xm~\  . .)  +  (b"-' . . .)  i 

(xm~3...)  étant  un  autre  polynôme  du  degré  inférieur  m  —  2,  et 
ainsi  de  suite. 

Maintenant  je  remarque   «pie  si  l'on  a  l'équation  (*m...)  =0,  et 
que  a  soit  une  des  racines  de  cette  équation,    c'est-à-dire  une  valeur 

de  x  qui  y  satisfasse,  on  aura  aussi  (am.  .  .)  =  o  ;  donc  le  polynôme 
(am...)  sera  alors   réductible  à  la  forme 

(x  — a)  (*—•...), 

et  par  conséquent  divisible  exactement  par  x  —  a. 

Si,  outre  la  quantité  a,  il  y  a  une  autre  quantité  b  qui  satis- 
fasse à  la  même  équation  (xm...)=o,  il  faudra  que  cette  quan- 
tité, étant  prise  pour  x,  fasse  évanouir  l'autre  facteur  (xa~'...) 
et  soit  par  conséquent  telle  que  l'on  ait  (£m-,...)=o.  Donc  le  po- 
lynôme (xm~' .  . .)  sera  réductible  à  la  forme  (x — b)  (xm~*,  .  .)  :  et 
par  conséquent  on  aura 

(X™.  .  .)  =  (x  —  a)  (*—  b)  (xm~\.  .)  : 

de  sorte  que  le  premier  polynôme  (xm.  .  .)  sera  exactement  divisible 
par   X  —  a    et  par  x — b,  cl  ainsi    de  suite. 

Si  donc  l'équation  (xm.  .  .)  =  o  n'a  qu'un  nombre  n  moindre  que  m 
«le  racines  réelles   a,  b,  c,  etc.,  on  aura  d'abord 

(xm. .  .)  =  (x  —  a)  (x  —  b)(x  —  c)....  (xm~\  . .), 

et  le  polynôme  (xm—'...)  ne  sera  plus  résoluble  en  facteurs 
simples  réels.  Donc,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  x ,  ce  pol\- 
nome  ne  pourra  jamais  avoir  une  valeur  négative  ;  car  s'il  y  avait 
une  valeur  de  x  qui  pût  le  rendre  négatif,  comme  d'un  autre 
côté  on  peut  toujours   prendre  x    assez  grand  pour  que  le  premier 
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terme  surpasse  la  somme  de  tous  les  autres  ,  il  s'ensuivrait  qu'il 
y  aurait  deux  valeurs  qui,  étant  substituées  pour  x,  donneraient 
des  résultats  de  signe  différent,  et  que  par  conséquent,  par  le 
théorème  I ,  il  y  aurait  une  valeur  intermédiaire  h  qui  pourrait 
rendre  (xm~ "  .  .  .)  =  o ,  et  qui  serait  ainsi  une  racine  réelle  de  cette 
équation;  donc  on  aurait  alors 

O"1-".  .  .)  =  (x  —  h)  (x"—"— ...), 

el  le  polynôme  (x'" .  .  .  )  aurait  encore  le  facteur  réel  x  —  k  ,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse.  Ce  polynôme  Çxm~")  sera  donc  nécessairement  d'un 
degré  pair,  et  son  dernier  terme  sera  toujours  positif  (u°  5)  ;  et  le  po- 
Jvnonie  {pcm . . .  )  aura  par  conséquent  son  dernier  terme  positif  ou  né- 
gatif, suivant  <pie  le  nombre  des  racines  positives  «,  b  ,  etc.,  sera  paie 
ou  impair. 

Yiii-seulement  le  polynôme  [xm~ ")aura  toujours  une  valeur   positive 
lorsque  l'équation  (xm~"  . . .)  =  o  n'a  aucune  racine  réelle  ,  mais  i  n- 
core  quand  elle  aura  des   racines  réelles  douilles  ou  quadruples,  et  en 
al  multiples,  suivant  un  nombre  pair;  car  alors  le  polynôme  aura 
fleurs  de  la  forme  (x  —  g)s,  zr  étant  un  nombre  pair;  et  il  esl 
visible  que  cette  quantité  est  toujours  positive,  quelque  valeur   réelle 
iiu'on  donne  à  x.  D'où    il   suit   que  le  théorème  II  a  encore  lieu  pour 
les  racine.-,  égales,  triples,  quintuples  ,  etc.  Mais  comme  on  a  des  mé- 
thodes particulières  pour  les  racines  égales,  il  suffit  de  considérer  les 
racine--  inég  des,  el  d  :n  oir  une  méthode  pour  les  trouver. 

Au  reste,  L'esprit  du  calcul  algébrique  ,  qui  est  indépend  mt  des  va- 
leurs particulières  qu'on  peut  donner  aux  quantités,  fait  qu'on  peut 
regarder  toul  polj  nome  {x"-. .  .)  comme  formé  du  produit  d'autant  de 
facteurs  simples  x  —  a,  X  —  b,  x  —  c,  etc.,  qu'il  y  a  d'unités  dans 
l'exposant  m  du  degré  de  ce  polynôme,  quelles  que  puissent  être  d  ail- 
leur-  les  quantités  a ,  b ,  c,  etc. ,  ce  qui  donne  cette  équation  identique 


x 


«  —  Ar"1-1  +  Bx"1-'  —  etc. ,  =h V  =  (x  —  a    (x  —  b)  (x  —  c) . . 


laquelle  doit  toujours  avoir  lieu  indépendamment  de  la  valeur  de  x. 

C'est  uniquement  dans  celle  transformation  des  polynômes  que  Con- 
siste la  théorie,  de-,  é.  pat  ions.  On  a  trouvé-  différentes  relations  entre  les 
quantités*»,  6,'c,ëtc,  des  facteur-,   el   les  coefliciens  A.,B,C,i 
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du  polynôme,  et  ce  sont  ces  relations  qui  constituent  les  propriétés  gé- 
nérales des  équations.  [Voyez  la  IXote  \.) 

Les  facteurs  qu'on  suppose  aux  polynômes  qui  ne  peuvent  jamais 
acquérir  une  valeur  négative  ,  sont  appelés  imaginaires  ,  et  les  quantités 
a,  b,c,  etc.,  de  ces  facteurs  sont  les  racines  imaginaires  des  équations 
formées  en  égalant  ces  polynômes  à  zéro;  d'où  l'on  voit  que  le  nombre 
de  ces  racines  est  toujours  nécessairement  pair,  e\  que  leur  produit, 
qui  se  trouve  égal  au  dernier  terme  du  polynôme,  est  toujours  positif 
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NOTE    III. 

Sur  l'équation  que  donnent  les  différences  entre  les  racines 
d'une  équation  donnée ,  prises  deux  h  deux. 

Ija  recherche  de  cette  équation,  qui  est  l'objet  du  problème  du  n°  8  , 
deviendrait  très  pénible  si  l'on  y  employait  la  voie  de  l'élimination  qui 
se  présente  naturellement  ;  mais  pour  les  formules  que  j'y  donne,  elle 
n'a  d'autre  difficulté  que  la  longueur  du  calcul.  Tout  se  réduit  à  cal- 
culer un  certain  nombre  de  termes  de  trois  séries,  dont  la  loi  est  assez 
simple. 

i.  La  première  série,  celle  des  quantités  A,,  A, ,  A3,  etc.,  n'est 
autre  cbose  que  la  série  connue  pour  avoir  les  sommes  des  puissances 
îles  racines  par  les  coefficiens  de  l'équation  donnée,  et  l'on  en  verra  la 
démonstration  dans  la  note  VI.  La  troisième  série,  celle  des  quantités 
a,  b,  c,  etc.,  qui  forment  les  coefficiens  de  l'équation  cherchée,  est 
l'inverse  de  la  précédente  ;  elle  donne  ces  coefficiens  par  le  moyen 
des  sommes  des  puissances  des  racines  qu'on  a  par  la  seconde  série 
a,,  a,,  #3,  etc.  Je  n'avais  trouvé  que  par  induction  la  loi  des  termes 
de  celle-ci  ;  mais  on  peut  la  démontrer  d'une  manière  générale. 

Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  considérer  la  quantité 

(x  —  a)'  +  (x  —  /S)'  -f-  (x  —  y)'  +  etc. , 
qui  étant  développée  suivant  les  puissances  de  x  ,  devient 

mx" —  sA.x'-  +  -^ AtX   * —  i \    •     A3X1    3  =  etc, 

1  2  2.3 

Comme  ces  deux  expressions  sont  identiques ,  on  y  peut  faire  x 
tout  ce  qu'on  voudra.  Qu'on  suppose  donc  successivement  x  =  a, 
/3,  y,  etc.,  et  qu'on  ajoute  ensemble  les  résultats  de  ces  substitu- 
tions, on  aura 
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{ci  —  /3  y  +  (  a  _  y)>  +  etc.  +  (iS  —  a)'+(/3   —  y)'  etc. 
+  (>-ai'  +  (>-i3)'+  elc- 
=  m  A, —  sA,Af_,  -f-     s ~  '    A3A,_, 

—  - — ^ 'A3A,_3  +  etc.  , 

ce  quiestévidenl  ,  puisque,  par  la  notation  qu'on  a  employée ,  on  a.  en 
général,    \  =  ci  -f-  j3'  -f-  >'  -f- clc. 

Lorsque  5  est  un  nombre  impair,  il  est  facile  de  voir  que  le  premier 
membre  de  cette  équation  devient  nul  parla  destruction  mutuelle  de  tous 
les  termes;  et  le  second  membre  devient  nul  aussi  de  lui-même,  enremar- 
quant  que  l'on  doit  avoir  A„  =  a"  -f-  /3°  -f-  y"  -+-  etc.  =  m,  nombre  des 
racines. 

Mais  lorsque  s  est  un  nombre  quelconque  pair  =  2fi  ,  le  premier 
membre  devient  égal  à  2««,  suivant  la  notation  des  termes  de  la  seconde 
série  ;  ainsi  on  aura 

'"«  =  wA^  —  a^A,  A?K_,  H A,A2ft_2 

-  2^—l)^-2)A3A2K-3  +  etc. 
2.0 

Comme  les  termes  de  cette  série  se  trouvent  les  mêmes  de  part  el 
d'autre  du  terme  du  milieu,  qui  contient  A,«  h/j. ,  en  réunissant  les  ter- 
mes égaux ,  et  divisant  par  2,  on  aura  la  formule  générale  de  la  valeur  de 
(in  que  j'ai  donnée  dans  l'endroit  cité. 

2.  On  pourrait,  de  la  même  manière,  trouver  des  formules  pour  les 
sommes  des  racines  prises  deux  à  deux.  Car  en  considérant  la  quantité 

(x  -f-  «)'  +  O  +  Py  -h  (*  +  y)'  etc., 
on  aura  par  le  développement  cette  expression  identique 

mx'  -f-  sA.x'-'-h  ■^i=-^  A.x-M-  "{s~1llS~a)Aax^3  +  etc 

>4 
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Donc,  faisant  successivement  x  =  ol,  /3 ,  'y,  etc.,  et  ajoutant  en- 
semble les  résultats,  on  aura 

2'  (  oJ  4-  j3«  ■+•  y  ■+-  etc.  ) 
•+-  2  (et  +  /S)'  +  2  (a  H-  >)'  +  2{/3  +  5,)'  4-  etc. 

=  mA;  +  «A.A,-,  +  ^-^  A,A,-3 

-H 57J- ■  A3A,_3  +  etc. 

Donc,  si  l'on  dénote  en  général  par  a,  la  somme  des  puissances 
■s"*""'  des  racines  ajoutées  deux  à  deux,  on  aura,  à  cause  de.... 
a' +  0' 4. y 4- etc.  =A,  cette  expression  de  2a,, 


s_(s—i) 
A3A,_3  4-  etc. 


2a,  =  (m  — 2-)  A,  +  M,A,_,  4.îiî_,2  A.A,., 

"*"  2.3 


Comme  s  est  supposé  un  nombre  entier,  il  est  clair  que  les 
termes  également  éloignés  des  deux  extrêmes  seront  égaux  :  or  le 
dernier  terme  sera  A,A0  ,  mais  A0=/ra;  donc  réunissant  le  dernier 
au  premier,  l'avant-dernier  au  second,  et  ainsi  de  suite,  et  divi- 
sant par  2,   on  aura,  lorsque  s  est  un  nombre  impair. 


a,  =  (m—  2'-"  )  A,  4.  sA.A,-,  4-  L^~-  AaA,_a  4-  etc. 

'8±î\ 

2    '  A      A 


,(,_,)  (s_2)...(i±i) 


et  lorsque  s  est  un  nombre  pair , 

a,  =  (m  —  2'-')  A,  4.  iA.A,.,  +  î£zil2  AaA,_,  4-  etc. 

.(.-oc— a)...(j+i)  (A,-y 


1    .  2  .  3 - 

2 


Si    l'on   détermine  par   cette    formule  les  termes   de   la   série   a, , 
"i,  «s,  elc,   et   qu'on   emploie    ces  valeurs  dans  les  expressions  des 


NOTE    I  1  I  107 

quantités    a,    b,    c,    etc.    de   la    troisième  série,    011  aura    les  coef- 
ficiens    de  l'équation  ,    dont   les   racines   seront   les  n    sommes  .... 
a_|_|S5    a_j_^)    fi-±-y^    etc.    des  racines  de  l'équation    donnée, 
prises  deux  à  deux.  Cette   équation    peut    être    utile    dans    plusieurs 
occasions. 

3.  Je  dois,  au  reste,  observer  ici  que  Waring  avait  déjà  remarque 
dans  ses  Miscellanea  analytica ,  imprimés  en  171)2,  l'usage  de  l'équa- 
tion  dont  les  racines  seraient 
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pour  trouver  les  limites  des  racines  réelles  de  l'équation  dont 
les  racines  sont  a,  /3,  y,  etc.  Mais  je  ne  connaissais  pas  cet  ou- 
vrage lorsque  je  composai  mon  premier  Mémoire  sur  la  résolution 
des  équations  numériques  :  d'ailleurs  cette  remarque  n'étant  présen- 
tée dans  l'ouvrage  de  TVaring  que  d'une  manière  isolée ,  serait  peut- 
être  restée  long-temps  stérile,  sans  les  recherches  dont  elle  était  ac- 
compagnée dans  ce  Mémoire. 

Je  dois  ajouter  que  le  même  auteur  a  aussi  remarqué  avant  moi 
les  caractères  qu'on  peut  tirer  des  signes  de  l'équation  dont  les  ra- 
cines sont  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  d'une  équation 
donnée,  pour  juger  des  racines  imaginaires  de  cette  équation.  Il  avait 
dit  simplement,  dans  l'ouvrage  cité,  que  si  cette  équation  des  dif- 
férences n'a  que  des  signes  alternatifs  ,  l'équation  primitive  a  néces- 
sairement toutes  ses  racines  réelles;  autrement  elle  en  a  d'imaginaires; 
mais  il  a  donné  ensuite,  sans  démonstration,  dans  les  Transactions 
philosophiques  de  l'année  1763,  les  conditions  qui  résultent  des  équa- 
tions tles  différences  du  quatrième  et  du  cinquième  degré,  pour  que 
équations  de  ces  degrés  aient  ou  toutes  leurs  racines  réelles,  ou 
deux  ou  quatre  racines  imaginaires;  ce  que  personne  n'avait  encore 
fait  pour  le  cinquième  degré. 

Dans  le  second  Mémoire,   je   m'étais  contenté  de   donner  les  équa- 
tions des   différences  pour  !<•   second,    le  troisième   et  le  quatrième 
degré  ;    la  longueur  du  calcul  m'avait   empêché    de  donner    celle  du 
cinquième  degré  :    mais  comme  elle  peut  être   utile  dans  quelques  occ- 
asions, je  vais  la  rapporter  ici.  d'après  JFaring. 

,4.. 


,08  NOTE    III. 

4.  Soit  donc  l'équation  du    cinquième  degré 

x5  +  Ba:3  —  Car*  +  Dx  —  E  =  o  . 
l'équation  des  différences  sera 

(.'=  —  ai>3  +  bv*  —  cv1  -\-clv*  —  ef3  -\-Jv*  — gv3  +  hv*  —  iv -f-  A  =  o , 
dans  laquelle 

a  =  —   1  oB  , 

*  =  39B»+  10D, 

c  =  —  80B3  —  5oBD  —  aoO, 

rf=         9jB4+  i24B'D  —  95Da  4- 92BC1  4-  1200CE, 

e  —  _  66B5  +  3G0BD1  —  i6gB3D  —  1  i8BaO  —  a6oCaD  —  6a5E" 

—  400BCE, 

J  =  —  25BG  +  4oD3  —  53C4  +  52B3C2  —  522BaDa  +   ig/fB'D 

4-  7o8BCaD  +  24oBaCE  +  1 75oBE*  —  95oCDE  , 
g  =  —  4B7  —  io6B5D  4-  80BD3  +  3o8B3Da  +  loaBC*  +  :BHJ 

—  57oODa  —  6i2B'OD  —  7ooC3E  +  375oDE*  —  25ooB*E' 

—  8oB3CE  +  2i5oBCDE, 

h  =         400D4  —  3GoB'D3  —  i5B4Da  4-  a|B6D  —  8B5Ca  —  45B*0 

—  27oOD4-i4oB3C3D4-g6oBCiD14-i875CaE*4-  mooCD'E 

—  5oooBDEa4-i75oB3E»4-4oB4CE4-6ooBC3E— i65oB'CDE. 

i  =  —  36B5Da  4-  224B3D3  —  320BD4  —  4B3C4  —  27C6  4-  40OD3 

—  434BiCsD»  4-  24BC*D  4-  ig8BC4D  —  5oooD'Ea  4-  45oC3DE 
4-  G25oCE3  —  675B4Ea  4-  375oBaDEa  —  3oooBC'E*  —  6oB»C3E 

—  aooBCD'E  4-  33oB3CDE , 

k  =  3i25E<  —  3750BCE3  4-  (soooBD"  4-  22joCaD  —  .,oi.B  [) 
4-  8a5B»C,4-  io8B5)E»  —  (1600CD3  —  56oB!CDa  —  i6BsC3 
4-  63oBC3D  4-  72BCD  —  io8C5)E  4-  a56D5  —  i28B*D* 
4-  144BCD3  4-  i6B4D3  4-  27OD*  —  4B3OD\ 

La  réalité  île   toutes   les  racines  de  I  équation   du  cinquième  degré 
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exige  donc  que  la  valeur  de  chacune  des  quantités  a,  l>,  c.  etc. 
soit  positive;  ce  qui  donne,  comme  l'on  voit,  dix  conditions  :  mais 
il  est  possible  que  quelques-unes  de  ces  conditions  se  trouvent  ren- 
fermées dans  le  système  des  autres;  ce  qui  en  diminuerait  le  nombre; 
comme  nous  l'avons  vu  pour  le  quatrième  degré.  Si  toutes  ces  con- 
ditions n'ont  pas  lieu  à  la  fois,  alors  l'équation  aura  nécessairemenl 
deux  ou  quatre  racines  imaginaires,  suivant  que  la  quantité  k  aura 
une  valeur  négative  ou  positive.  Mais  si  celte  quantité  était  nulle, 
1  équation  aurait  deux  racines  égales;  elle  en  aurait  trois  égales,  - 
la  quantité  i  était  nulle  en  même  temps,   el  ainsi  du  reste 
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NOTE    IV. 

Sur  la  manière  de  trouver  une  limite  plus  petite  que  la 
plus  petite  différence  entre  les  racines  d'une  équation 
donnée. 


La  détermination  de  cette  limite  est  nécessaire  pour  pouvoir  former  une 
suite  de  nombres  dont  la  substitution  successive  fasse  connaître  d'une 
manière  certaine  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée  (n°6). 
Le  moyen  le  plus  direct  d'y  parvenir,  est  de  calculer,  comme  nous  l'a- 
vons propose,  l'équation  même  dont  les  racines  seraient  les  différences 
entre  celles  de  l'équation  donnée  ,  et  de  déterminer  ensuite ,  par  les  mé- 
tbodes  connues,  la  limite  de  la  plus  petite  racine  de  cette  équation. 
Mais  pour  peu  que  le  degré  de  l'équation  proposée  soit  élevé  ,  celui  de 
l'équatioD  des  différences  monte  si  haut,  qu'on  est  effrayé  de  la  longueur 
<lu  calcul  nécessaire  pour  trouver  la  valeur  de  tous  les  termes   de  cette 

équation,  puisque  le  degré  de  la  proposée  étant  m,  on  a coefli- 

ciens  à  calculer,  et  que,  pour  employer  les  séries  du  n°  8 ,  il  faudrait  en 
toul  calculer  o.m(pi  —  i)  termes. 

Comme  cet  inconvénient  pourrait  rendre  la  métbode  générale  pres- 
que impraticable  dans  les  degrés  un  peu  élevés ,  je  me  suis  long-temps 
occupé  des  moyens  de  l'affranchir  de  la  recherche  de  l'équation  des  dif- 
férences ,  et  j'ai  reconnu  ,  en  effet ,  que  sans  calculer  en  entier  cette 
équation ,  on  pouvait  néanmoins  trouver  une  limite  moindre  que  la 
plus  petite  de  ses  racines;  ce  qui  est  le  but  principal  du  calcul  de  cette 
même  équation. 

i.  En  effet,  soit  l'équation  proposée  en  x 

•r1"  —  Ar~'  -f-  lk"-'  —  Gr"-3  +  etc.  =  o , 
que  je  représenterai,  pour  plus  de  simplicité,  par  X  =  o;  qu'on   en  dé- 
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duise  cette  équation  en  u  du  degré  m —  i  (  n°  8) 

Y  +  Tu  -f-W  ■+■  etc.,  -f-  um~l  =  o, 

dans  laquelle 

Y  =  »a0-]  —  (m  —   1  )  A*--3  4-    (m  —  a)   13am-3  —  etc. . 

.,  77z(m — î)    _    .  (m—  l)  (m — 2)    .     __,      .        . 

L  =:  — 'x"   *  — — Axm  3  4-  etc.. 

2.3 

X'  X" 

savoir,     Y  =  X',       Z  =  — ,     V  =  — ,  etc. , 

X',  X",  X'", étant  les  fonctions  dérivées  de  X,  ou  les  coefficiens  diffé- 

.  ,    dX        d*X         tPX 
rentiels  -=—  ,      -=—  ,       -rT ,  etc. 
dx  '      dx*  '      rf*3  ' 

On  a  vu  dans  le  problème  du  n°  8,  que  si  l'on  substitue  dans  cette 
équation  en  u ,  à  la  place  de  x,  une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion x  =  o  ,  elle  aura  alors  pour  racines  les  différences  entre  cette  racine 
et  toutes  les  autres  racines  de  la  même  équation.  Donc  si  l'on  y  substitue 
successivement  les  m  racines  de  l'équation  X  =  o,  on  aura  m  équations 
en  u  ,  dont  les  racines  seront  toutes  les  différences  possibles  entre  les  ra- 
cines de  l'équation  proposée  ;  par  conséquent ,  il  ne  s'agira  que  de  trou- 
ver une  quantité  plus  petite  que  la  plus  petite  racine  de  chacune  de  ces 
m  équations. 

Donc ,  si  l'on  fait  u  =  -,  ce  qui  changera  l'équation  en  u  en  celle-ci . 

Y  4-  7  +  jr  +  etc.   +  -^tt=  o, 

ou  bien  en  multipliant  par  im~ ' ,  et  divisant  par  \  . 

1—'  +  \  i—  +  \  im-z  +  etc.  +  1  =  u. 

tout  se  réduira  à  trouver  une  limite  plus  grande  que  la  plus  grande  des 
racines  de  cette  dernière  équation  ,  eu  supposant  qu'on  y  substitue  suc- 


lia  NOTE    M 

cessivement  pour  x  chacune  des  m  racines  de  l'équation  proposée  ;  car 
cette  limite  étant  trouvée  .  si  on  la  nomme  L,  il  est  visible  que  r-  sera 
la  limite  cherchée  plus  petite  que  chacune  des/n  racines. 

2°.  Or,  on  sait  (n°  12)  que  le  plus  grand  coefficient  des  termes  néga- 
tifs d'une  équation,  pris  positivement  et  augmenté  d'une  unité,  est  plus 
grand  que  la  plus  grande  de  ses  racines  positives.  Ainsi,  pour  avoir  la 
limite  L,  il  n'y  aurait  qu'à  trouver  la  plus  grande  valeur  négative  qui 
pourrait  résulter  de  la  substitution  des  racines  de  l'équation  X  =  o,  à 

Z     V 

la  place  de  x  dans  les  coefficiens  y>  v'  etc'  de  l'équation  en  i,  ou  une 

quantité  plus  grande  que  cette  valeur. 

Si  ces  coefficiens  ne  contenaient  que  des  puissances  de  x  sans  déno- 
minateur, ou  pourrait  résoudre  la  question  en  substituant  à  la  place  de 
x  dans  les  termes  positifs,  une  limite  plus  petite  que  la  plus  petite  des 
valeurs  positives  de  x,  et  dans  les  termes  négatifs  ,  une  limite  plus 
grande  que  la  plus  grande  de  ces  valeurs;  car  il  est  \isihle  qu'on  aurait, 
par  ce  moyen,  des  quantités  négatives  plus  grandes  que  les  valeurs  né- 
gatives que  chaque  coefficient  pourrait  recevoir  par  la  substitution  de 
chacune  des  racines  positives  de  la  proposée  en  x  ;  et  pour  avoir  égard 
aux  racines  négatives  de  la  même  équation,  il  n'y  aurait  quà  changer 
dans  les  expressions  des  mêmes  coelliciens  x,  en  —  x,  et  substituer 
ensuite  dans  les  termes  positifs  une  valeur  de  x  plus  petite  que  la  plus 
petite  racine  négative  de  cette  équation,  [irise  positivement,  et  dans 
les  termes  négatifs  une  valeur  dex  plus  grande  que  la  plus  grande  de 

ces  racines. 

La  plus  grande  des  quantités  négatives  trouvées  de  celte  manière, 
prise  positivement  et  augmentée  de  l'unité  ,  pourrait  sans  scrupule  être 
employée  pour  la  limite  cherchée  L. 

Toute  la  difficulté  vient  donc  du  dénominateur  Y  ,  qui  contient  aussi 
l'inconnue  or.  J'avais  proposé  autrefois  de  prendre  pour  \  une  valeur 
plus  petite  que  chacune  de  celles  qui  pourraient  résulter  de  la  substi- 
tution des  racines  de  l'équation  X  ==  O  à  la  place  de  x  ;  mais  la  diffi- 
culté était  d'avoir  cette  limite,  et  il  ne  parait  pas  possible  de  la  trouver 
autrement  que  par  l'équation  même,  dont  les  différentes  valeurs  de  Y 
seraient  racines.  Pour  avoir  cette  équation,  ou  ferait  Y  =J,  et  on  éli- 
minerait x  au  moyen  de  l'équation  X  =  o,  et  de  celle-ci  y  —  ^  =  o  ; 
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l'équation  résultante  enjr  serait  du  to"""  degré,  et  la  limite  plus  petite 
que  la  plus  petite  de  ces  racines  serait  la  quantité  qu'on  pourrait  prendre 
pour  Y,  mais  cette  équation  enj"  peut  encore  être  fort  longue  a  calculer, 
soit  qu'on  la  déduise  de  l'élimination,  soit  qu'on  veuille  la  chercher  di- 
rectement par  la  nature  même  de  ces  racines. 

3.  J'ai  fait  réflexion  depuis,  qu'on  pouvait  toujours  éliminer  l'incon- 
nue x  du  polvnomeY,  en  le  multipliant  par  un  polynôme  convenable 
du  même  degré  m  —  i  :  et  en  Faisant  disparaître ,  au  moyen  de  l'équa- 
tion X  =  o ,  toutes  les  puissances  de  x  plus  hautes  que  xm~ '. 

Ln  efTct ,  si  l'on  prend  un  polynôme  tel  que 

xm~'  —  axm~*  +  bxm~3  —  cxm~i  -f-  etc. , 

que  nous  nommerons  £  pour  abréger,  et  dans  lequel  les  coeQicicns 
a,  b,  c,etc.  soient  arbitraires;  et  qu'on  multiplie  le  polynôme  Y  par 
celui-ci,  on  aura  un  polynôme  du  degré  im  —  2.  Or,  l'équation 
X=o  donne  d'abord  la  valeur  de  xm,  et  avec  cette  valeur  on 
pourra  former  ,  en  multipliant  successivement  par  x,  et  substituant  à 
mesure  la  valeur  de  xm  ,  toutes  les  puissances  de  x  supérieures  à  x"~' 
jusqu'à  x™~*.  On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  le  polynôme  Y£, 
et  il  s'abaissera  à  la  puissance  m  —  1  ;  on  fera  alors  disparaître  tous  les 
termes  qui  contiennent  a:,  en  égalant  à  zéro  chacun  de  leurs  cociliciens; 
ce  qui  donnera  m — 1  équations  linéaires  en  a,  b,  c,  etc.  lesquelles  ser- 
viront à  déterminer  ces  inconnues,  dont  le  nombre  est  aussi  m  —  1  ; 
nommant  K.  le  terme  ou  les   termes  reslans  et  tous  connus,  on  aura 

\  r '  =  K  ,  et  par  conséquent  Y  =  -j. 

L'équation  en  i  deviendra  ,  par  cette  substitution  , 

i"-1  -f-  ^  i— '  +  Ç  im~3  +  etc.  +|=o: 

Z?     V| 
et  comme  les  coeflicicns  -=• ,  —  ,  etc.,  ne  contiennent  plus  que  des  puis- 
sances de  X  sans  dénominateur ,  on  pourra  y  appliquer  la  méthode  pro- 
posée ci-dessus,  et  trouver  une  limite  L  plus  grande  que  la  plus  grande 
des  valeurs  de  i. 

On  pourra  réduire  aussi  les  polynômes  Z£  ,  V£,  etc.,  à  ne  contenu 

i5 
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que  des  puissances  de  x  moindres  que  xm~l,  par  les  mêmes  substitutions 
des  valeurs  de  xm  et  des  puissances  supérieures  à  xm.  Cette  réduction 
n'est  pas  absolument  nécessaire,  etl'on  peutsans  inconvénient  employer 
les  polynômes  tels  qu'ils  résultent  delà  multiplication  de  Z,  Y,  etc., 
par  £;  mais  elle  est  utile  pour  simplifier  le  calcul  et  avoir  une  limite  L 
plus  approchée. 

4.  Il  est  bon  de  remarquer  encore  que,  comme  les  valeurs  de  u  qui 
représentent  les  différences  entre  les  racines  de  l'équation  proposée , 
peuvent  être  également  positives  et  négatives,  les  valeurs  de  i  pourront 

l'être  aussi,  puisque  nous  avons  fait  k  =  -.;  d'où   il   suit  que  la  limite 

des  valeurs  positives  de  i  le  sera  aussi  des  valeurs  négatives  prises  posi- 
tivement; et  réciproquement  celles  des  plus  grandes  valeurs  négatives 
prises  positivement,  le  deviendra  des  plus  grandes  positives. 

On  pourra  donc  dans  l'équation  en  i  prendre  également  i  positif 
ou  négatif ,  et  par  conséquent,  prendre  le  second,  le  quatrième,  !e 
sixième,  etc. ,  tenues  de  l'équation  en  i  avec  des  signes  contraires  ,  si , 
de  celte  manière,  il  en  résulte  pour  L  une  limite  moindre. 

5.  Ayant  trouvé  la  limite  L,  on  aiwa  —   pour  la  limite  plus  petite 

que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  de  l'équation  proposée, 

etl'on  pourra  faire  A  =  =-  (n°  6)  pour  avoir  la  suites,  2A,  5a;  etc. ,  des 

nombres  dont  la  substitution  successive  fera  connaître  sûrement  toutes 
les  racines  réelles  de  la  même  équation  ,  et  donnera  leurs  premières 
limites. 

Si  la  quantité  K  était  nulle,  on  aurait  pour  L  une  quantité  infinie, 

et  la  limite  y  deviendrait  zéro;  ce  qui  indiquerait  l'égalité  de  deux  ou 

plusieurs  racines  dans  l'équation  proposée.  En  effet ,  s'il  y  a  deux  racines 
égales,  il  est  clair  qu'il  y  aura  une  des  valeurs  de  u  qui  sera  nulle;  donc 
le  dernier  terme  Y  de  l'équation  en  u,  deviendra  nul,  eu  y  substituant 
pour  x  une  des  racines  de  l'équation  X  ==  o  ;  donc  cette  équation  aura 
lieu  en  même  temps  que  l'équation  Y  =0,  c'est-à-dire  ,    X   =  o ,  ou 

—  =n;  ce  qui  revient  à  ce  que  l'on  sait  depuis  long-temps.  Donc  l'é- 
quation résultante  de  celle-ci  par  l'élimination  de  x ,  aura  lieu  aussi. 
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Or,  il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  n'est  autre  chose  que  1  équa- 
tion K  =  o;  car,  puisque  le  produit  Y£  devient  =  K,  par  le  moyen 

de  l'équation  X  =  o,  on  aura  Y  =  -=-,   et  par  conséquent  l'équation 
Y  =  o  donnera  Iv  =  o. 

Lorsqu'on  sera  assuré  par  là  que  l'équation  en  x  a  des  racines  égales, 
on  les  trouvera  en  cherchant  le  commun  diviseur  des  équations  X  =  o , 
et  Y  =  o  (n°  iJ);  ensuite  l'équation  en  i  donnée  ci-dessus  étant 
multipliée  par  K  et  divisée  par  Z?  ,  deviendra,  à  cause  de  K  =o, 

iB—  +  \  i'-3  ■+■  etc.  +  g-=03 

à  I. iquelle  on  pourra  appliquer  la  même  méthode  pour  trouver  une  li- 
mite plus  grande  que  les  valeurs  de  i,  et  ainsi  de  suite. 

Au  reste,  comme  avant  d'entreprendre  la  résolution  d'une  équation 
par  quelque  méthode  que  ce  soit,  il  est  toujours  nécessaire  de  s'assurer 
si  elle  a  des  racines  égales  ,  parce  que  ces  racines  peuvent  se  déterminer 
à  part  d'une  manière  rigoureuse ,  on  voit  que  le  calcul  de  la  quantité 
K  est  indispensable  lorsqu'on  ne  calcule  pas  l'équation  des  différences; 
car  l'équation  K  =  o  est  proprement  celle  que  l'on  trouve  par  les  mé- 
thodes ordinaires,  lorsqu'on  cherche  les  conditions  de  l'égalité  des  ra- 
cines.  Ainsi  à  cet  égard  ,  la  méthode  que  nous  proposons  n'alonge  point 
le  calcul  nécessaire  pour  la  résolution  des  équations. 

6.  La  quantité  K.  étant  connue,  tout  se  réduità  chercher  une  quantité 
égale  ou  plus  grande  que  la  plus  grande  valeur  négative  des  quantités 

g- ,    —,  etc. ,    ^  coefficiens  de  l'équation  en  i  ;  pour  cela  on  substituera 

à  la  place  de  se  une  quantité  plus  petite  que  la  plus  petite  des  racines 
positives  de  l'équation  X  =  o,dans  les  termes  positifs  de  ces  coeffi- 
ciens, et  une  quantité  plus  grande  que  la  plus  grande  de  ces  racines  dans 
les  termes  négatifs j  ensuite,  avant  changé  dans  ces  mêmes  coefliciens 
x  en  —  x,on  substituera  de  même  dans  les  termes  positifs  une  quantité 
plus  petite  que  la  plus  petite  des  racines  négatives,  et  dans  les  termes 
négatifs  une  quantité  plus  grande  que  la  plus  grande  des  racines  néga- 
tives de  la  même  équation  ,  en  prenanl  ces  racines  positivement.  Le 
plus  grand  résultat  négatif  qu'on    aura    de  cette  manière,    étant  pris 

i5.. 
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positivement  et  augmenté  de  l'unité,  donnera  la  valeur  de  la  limite  L, 
que  l'on  cherche. 

Pour  avoir  ces  quantités  plus  grandes  et  plus  petites  que  les 
racines  de  l'équation  X  =  o  ,  on  pourrait  prendre  tout  de  suite 
le  plus  grand  coefficient  des  termes  négatifs  de  cette  équation , 
augmenté  de  l'unité,  pour  la  quantité  plus  grande  que  ses  racines 
positives  ;    ensuite  ,   après    avoir   échangé   dans  la    même    équation 

x  en  -     et   fait   disparaître ,   par   la   multiplication  ,   les    puissances 

négatives  de  x,  on  prendrait  de  même  le  plus  grand  coefficient 
des  termes  qui  seraient  de  signe  différent  du  premier,  et  l'unité 
divisée  par  ce  coefficient  augmenté  de  l'unité,  serait  la  quantité  plus 
petite  que  les  mêmes  racines.  A  l'égard  des  racines  négatives,  on 
changerait,  dans  l'équation,  x  en  — x,  pour  les  rendre  positives, 
et  l'on  trouverait  de  la  même  manière  les  quantités  plus  grandes  et 
plus  petites  que  ces  racines. 

Mais,'  quoique  les  limites  qu'on  trouvera  par  cette  méthode 
soient  toujours  exactes  ,  elles  peuvent  néanmoins  être  trop  éloi- 
gnées entre  elles  ;  ce  qui  aurait  l'inconvénient  de  donner  pour  la 
limite  L  une  quantité  trop  grande,  et  par  conséquent  pour  la 
différence  A  des  termes  de  la  suite  une  quantité  trop  petite  :  d'où 
résulterait  un  trop  grand  nomhre  de  suhstitutious  successives  à 
faire  dans  l'équation  proposée  ,  pour  en  découvrir  toutes  les  ra- 
cines (n°  6). 

-.  11  est  donc  utile  d'avoir  des  limites  plus  resserrées,  et  l'on  pourra 
les  trouver  par  la  méthode  exposée  dans  le  n°  12.  Suivant  l'esprit 
de  cette  méthode,  il  ne  s'agira  que  de  chercher  d'abord  une  va- 
leur de  X  qui  rende  positives  les  valeurs  des  fonctions  X ,  X', 
X",  etc. ,  ce  qui  n'est  pas  difficile  en  commençant  par  la  dernière  , 
où  x  n'est  qu'à  la  première  dimension  ,  et  remontant  successive- 
ment à  celles  qui  précèdent.  Celte  valeur  sera  la  limite  plus  grande 
que  toutes  les  racines  positives  de  l'équation  X  =  o.  Pour  avoir 
ensuite   une    limite   plus    petite    que    ces    racines,    on    transformera 

la  fonction   X,   en  y    substituant    -   à  la  place  de  x,  et   la  multi- 
pliant par  x™  pour  faire    disparaître  les  puissances  négatives  ;   et   si 
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le  terme  où  est  af  se  trouve  négatif,  on  changera  tous  les  signes 
pour  le  rendre  positif.  On  prendra  cette  nouvelle  fonction  pour  \  . 
et  en  avant  déduit  les  Jonctions  X',  X",  etc.  ,  on  cherchera  de 
nouveau  la  valeur  de  x ,  qui  rendra  toutes  ces  Fonctions  positives. 
L'unité  divisée  par  cette  valeur,  donnera  une  limite  plus  petite 
que  toutes  les  racines  positives  de  la  même  équation  X  =  o.  Enlin 
on  changera  dans  ces  deux  séries  les  fonctions  a:  en  — x,  en 
changeant  en  même  temps  tous  les  signes,  si  la  plus  liante  puis 
sauce  de  x  se  trouve  aflectée  du  signe  — ;  et  les  valeurs  de  X  <|iu 
les  rendront  toutes  positives  seront  les  limites  plus  grandes  et  plus 
petites  que  les  racines  négatives  de  la  même  équation  prises  posi- 
tivement. 

8.  Pour  donner   un  exemple  de  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser, nous  l'appliquerons  à  l'équation 

xs  —  :•*■  -r-  7  =  o , 

que  nous   avons    résolue   dans  le   n°  37. 
On  aura   donc  ici 

X  =  x3  —  <jx  -f-  7  ; 
et  les  fonctions   dérivées    seront 

X'  =  3x*  —  7,         \"  =  6x.         X'"  =  6,         X"  =  o; 
donc 

Y  =  X'  =  3.x*  _  7,  Z  =  ^   =3x, 

et    l'équation   en  u  sera   du  second  degré. 

On    prendra  pour  £    le    polynôme   indéterminé    du    second   degré 

x%  -f-  ax  -f-  b  . 

et  en  le  multipliant  par  le  polynôme  Y  ,  on  aura 

Y  g  =  Zx+  -+-  5ax'*  -f-  (3£  —  7)  X*  —  ^ax  —  <]b. 
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Mais  l'équation  X  =  o  donne  x3  =  yx  —m  7;  donc  x4  =  yx*  —  yx. 
Faisant  ces  substitutions,  on  aura 

YÇ  =  (3b  -+■   14)  jc1  4-  (i.'ia  —  21  )  x  —  11a  — -  ~b. 

On  fera  donc 

3è  -f-  i4  =  o,      i4«  —  21   =  o,     —  21a  —  76  =  K; 

d'où  l'on  tire 

«  =  i,    *  =  -•£,    *K  =|. 

Ainsi ,  puisque  la  quantité  K  n'est  pas  nulle,  on  en  conclura  d'a- 
bord que  l'équation  n'a  pas  de  racines  égales. 

Maintenant  on  aura 

?  =  *-  +  T-T> 

et  de  là ,   en   multipliant  par  Z  =  5x  ,  et  substituant   pour  x3    sa 
valeur , 

de  sorte  que  les  deux  coelliciens  de  l'équation  en  i  seront 

2".r'-  +  42.Ï  —  1 26  6x*  -f-  <l*  —  28 

— i ! 1*]     *'  • 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  trouver  une  quantité  égale  ou  plus  grande 
que  la  plus  grande  valeur  négative  que  ces  coefliciens  puissent  avoir 
sun>  connaître  les  valeurs  de  x  :  or ,  c'est  à  quoi  on  peut  parvenir  par  le 
raoven  des   limites  de  ces  valeurs. 

g.  Pour  cela  ,  on  commencera  par  chercber  des  limites  plus  grandes 
et  plus  petites  que  les  valeurs  de  X,  tant  positives  que  négatives. 
Je  remarque  d'abord  que  le  plus  grand  coeiiicicnt  des  termes  né- 
gatifs dans  l'équation  en  x  ,  étant  7,  on  pourrait  prendre  8  pour 
la    limite    plus    grande    que    les     racines     positives  ;    mais    on     peut 
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trouver    une    limite    moindre    par    la    considération    des    fonctions 

X  ,  X',  X";  savoir  , 

en  cherchant  une  valeur  de  x  qui  les  rende  toutes  positives  :  on  trouve 
que  x  =  2  satisfait  à  ces  conditions  j  de  sorte  que  2  sera  une  li- 
mite  plus  grande  que  les  racines  positives. 

Si  l'on  change  dans  ces  mêmes  fonctions  a:  en  —  x .  en  changeant 
en  même  temps  les  signes,  s'il  est  nécessaire,  pour  que  le  premier 
terme  soit  toujours  positif,  on  a  celles-ci, 

x3  —  "-jX  —  7  ,     3x*  —  7 ,     6x  ; 

et  l'on  voit  que,  pour  les  rendre  toutes  positives,  il  faut  faire  en 
nombres  entiers  x  =  4  ;  mais  en  nombres  fractionnaires  il  suilil  de 
x  =  5  ~  :  ainsi  fusera  une  limite  plus  grande  que  les  racines  né- 
gatives prises  positivement. 

On    transformera    maintenant    la   fonction    x   par   la    substitution 

de  -  à  la  place  de  x  ;  et  Tayaut  multipliée  para:3  pour  faire  disparaître 

les  puissances  négatives,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  7  ,  coefficient 
du  premier  terme,  cette  fonction  transformée 

x3  —  X*  -f-   j  , 

dont  les  deux  fonctions  dérivées  seront 

3  r2  —  2,r  ,     6x  —  2  , 

qu'il  faudra  rendre  positives  pour  une  valeur  supposée  de  x.  Or  ,  on 
trouve  que  1  satisfait  à  ces  conditions;  mais  on  y  peut  satisfaire  par 
un  nombre  moindre,  connue  |.  Ainsi  |  sera  une  limite  plus  petite 
que  les  racines   positiî  es. 

Enfin .  eu  changeant  dans  ces  mêmes  fonctions  x  en  —  x,  et  <  lan- 
geant en  même  temps  tous  les  signes  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième,  pour  rendre  les  premiers  ternies  positifs,  on  a  celles-ci, 

x3  -f-  .r2  —  f ,       3x*  -j-  ix ,       Qx  -f-  2  ; 
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et  l'on  trouvera  aisément  qu'elles  deviennent  toutes  positives  en  fai- 
sant x  =  -|  ;  d'où  il  suit  que  3  sera  une  limite  moindre  que  les  ra- 
cines négatives  prises  positivement. 

On  a  donc,  pour  les  limites  des  racines  positives,  les  nombres 
\  et  2,  et  pour  celle  des  racines  négatives  prises  positivement,  les 
nombres  3  et  -fi. 

On  substituera  donc  d'abord,  à  la  place  de  x,  |  dans  les  termes 
positifs ,  et  2  dans  les  termes  négatifs  des  deux  quantités 

v]3?  +  /jzx — 126         6*'  -|-  9*  —  28 


> 


et  l'on  trouvera  les  résultats  —  —  et  —  77  ;  comme  le  premier  de 
ces  deux  résultats  est  le  plus  grand  ,  il  est  bon  de  voir  si,  en  chan- 
geant   tous  les    signes  de    la  première  quantité,   ce  qui  la  réduit    à 

2jx  4-v -__  ^  el  suljStituant  de  même  %  dans  les  termes  po- 
sitifs, et  2  dans  les  termes  négatifs,  au  lieu  de  a1,  on  aurait  un 
résultat  moindre;  mais  on  trouve  celui  —~-,  qui  est  au  contraire 
plu-*  grand ,  et  par  conséquent  inutile. 

On  changera  maintenant,  dans  ces  mêmes  quantités,  x  en  — x, 
ce  qui  les  changera  en  celles-ci  , 

27*a  —  42*  —  '  26  6jra  —  gx  —  28 

_  ■>  ~  ? 

7  7 

et  l'on  y  substituera  3  à  la  place  de  x  ,  dans  les  termes  positifs,  et 
jl  dans  les  termes  négatifs,  il  viendra  ces  résultats,  — ff  et  —  f§; 
et  comme  le  résultat  de  la  première  quantité  est  moindre  que  l'un 
de  ceux  que  nous  avons  déjà  trouvés,  il  est  inutile  d'en  chercher  un 
autre  en  changeant  les  signes  de  celte  quantités. 

Puisque  —  -^  est  le  plus  grand  résultat  négatif,   on  aura 

L  =  ^r  +  1  ,  et  par  conséquent  A  =-j-  =  —  pour  la  limite  cher- 
chée, moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée. 

Nous   avons    trouvé  par   l'équation   même    des    différences  A  =  § 
(  n*    27);    d'où  l'on  voit    que    la   méthode   précédente  donne    à   la 
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vérité  une  limite  un  peu  plus  petite,  mais  que  la  différence  esl 
peu  considérable.  Au  reste,  quoique  pour  une  équation  du  troi- 
sième degré  il  n'y  ait  guère  rien  à  gagner  par  cetle  méthode  sur 
la  longueur  du  calcul ,  il  n'en  sera  pas  de  même  pour  les  équa- 
tions des  degrés  supérieurs;  car  le  nombre  des  opérations  que  cette 
méthode  exige  n'augmente  que  comme  le  degré  de  l'équation  ,  au 
lieu  que  celui  tics  opérations  nécessaires  pour  calculer  l'équation  des 
différences  et  en  déduire  la  limite  cherchée ,  augmente  comme  les 
carrés  de  ce  même  degré. 


i- 


NOTE    V. 

Sur  la  Méthode  d' Approximation  donnée  par  Newton. 

Comme  la  méthode  de  Newton  pour  la  résolution  approchée 
des  équations  numériques  est  la  plus  connue  et  la  plus  usitée 
à  cause  de  sa  simplicité  ,  il  est  important  d'apprécier  le  degré 
d'exactitude  dont  elle  est  susceptible;  voici  comment  on  y  peut 
parvenir. 

Soit  l'équation  générale  du   degré  m 

x»  —  Axm~'  -f-  ftxm-*  —  etc.    =  o, 

dont  on  cherche  une  racine.  La  méthode  dont  il  s'agit  demande 
qu'on  connaisse  d'avance  une  valeur  approchée  de  la  racine  cher- 
chée ;  en  désignant  cette  valeur  par  a ,  on  fera  x  —  a  -{-  p,  et  l'on 
aura  par  cette  substitution  une  équation  transformée  en  p ,  qui  ,  à 
commencer   par  les  derniers  termes,   sera  de  la  forme 

X+Y/)+  Zp*  -f-  \p3  +  etc.   -f-  p'  , 

où  les  quantités  X ,  Y  ,  Z  ,  etc.  seront  des  fonctions  de  a,  qu'on  trou- 
vera tout  de  suite,  par  les  formules  du  n°  8,  en  changeant  x  en  a  : 
ainsi  on   aura 

X  =   a'  —  A"—  +  \)am-'  —  Car~3  -f-  etc.  . 

Y   =  ma-1  —   (m  —   i)   Aa"-"   -f-  (  m  —    2  )  Ba"~3  —  etc.. 

etc. 

Comme  p  doit  être  par  l'hypothèse  une  quantité  assez  petite, 
étant  la  différence  entre  la  vraie  racine  et  la  valeur  supposée  de 
cette  racine,  les  puissances  p*,  p3,  etc.,  seront  de  fort  petites  quan- 
tités auprès  de  p  ;  par  conséquent  les  termes  affectés  de  ces  puis- 
sances seront  eux-mêmes    nécessairement  très   petits  à    l'égard   des 


NOTE    \.  "23 

premiers  termes  X,  ■+■  \p ,  puisque  les  coeflicicns  Z ,  V  ,  etc. ,  ue 
peuvent  jamais  devenir  fort  grands,  étant  des  Fonctions  sans  déno- 
minateur :  ainsi,  en    réduisant  toute   l'équation  à   ses  deux   ternies, 

id  en  tirera  une  valeur  approchée  de  p ,  qui  sera  =  —  ^.  Appelons  h 

cette  valeur  approchée  de  p,  on  pourra  faire  par  la  même  raison  , 
dans  l'équation  en  p,  la  substitution  de  b  -f-  q,  à  la  place  de  p, 
et  négliger  ensuite  dans  la  transformée  en  q  les  termes  qui  contien- 
dront le  carré  et  les  puissances  plus  hautes  de  q-9  cette  transformée 
étant  ainsi  réduite  aux  deux  premiers  termes  de  la  forme  (X)  -f-  (\)q, 

donnera  sur-le-champ  </  = —  j^l-  Celle   quantité  étant    nommée  c  , 

on  substituera  c  +  r  à  la  place  de  q  dans  la  dernière  transformée  , 
et  l'on  en  aura  une  nouvelle  en  /',  d'où  l'on  tirera  de  même  la  valeur 
en  /• ,  et  ainsi  de  suite. 

De    cette    manière  l'on    aura     les    approximations     a  ,    «  -f"  A , 
a  -f-  b  -f-  c  ,  etc.  ,    vers  la  vraie  valeur  de   la  racine  cherchée. 

2.  Voilà  la  méthode  telle  que  Newton  l'a  donnée  dans  la  Mé- 
thode des  Fluxions  ;  mais  il  est  bon  de  remarquer  qu'on  peut  se 
dispenser  de  faire  continuellement  de  nouvelles  transformées  ;  car  , 
puisque  la  transformée  en  p  est  le  résultat  de  la  substitution  de 
a  -f-  p  ,  au  lieu  de  X ,  dans  l'équation  en  x,  et  que  la  transformée 
en  q  est  le  résultat  de  la  substitution  de  b  -f-  q  ,  au  lieu  de  p,  dans 
la  transformée  en  p  ,  il  s'ensuit  que  cette  transformée  en  q  sera  le 
résultat  de  la  substitution  immédiate  de  a  -f-  b  -f-  q  à  la  place  de  X 
dans  la  même  équation  en  x  ;  par  conséquent  elle  ne  sera  autre  chose 
que  la  première  transformée  en  p ,  en  y  changeant  p  en  q  ,  et  a 
en  a  -f-  />  ;  d'où  il  suit  qu'ayant  trouvé  l'expression  générale  de 
p  en  a ,  on  aura  celle  de  q,  en  y  substituant  a  -f-  b  au  lieu  île  a: 
et  par  la  même  raison  on  aura  la  valeur  de  /',  en  substituant  a  -f-  b-\-  c 
au  lieu  de  a ,  et  ainsi  de  suite. 

Doue  en  général  si ,  dans  l'expression  de  p  en  a,  on  substitue 
pour  a  un  terme  quelconque  de  la  suite  convergente  vers  la  racine 
cherchée  ,  on  aura  la  quantité  qu'il  faudra  ajouter  à  ce  terme  pour 
avoir  le  terme  suivant. 

La  méthode  qui  résulte  de  cette  considération  est,  comme  l'on 
voit  ,    plus  simple  que   celle   de   Newton  ;  c'est    celle  que  Raphson 

16.. 
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a  donnée  dans  l'ouvrage  intitulé  Analjsis  Mquationum  unwersahs , 
imprimé  à  Londres  en  1690,  et  réimprimé  en  1697.  Comme  la 
méthode    de    Newton    avait     déjà    paru    dans    l'édition   anglaise  de 

Y  Algèbre  de  Wallis  en  iG85  ,  et  qu'elle  a  été  ensuite  expliquée 
en  détail  dans  l'édition  latine  de  1793  ,  on  peut  être  surpris  (pie 
Raphson  n'en  ait  pas  fait  mention  dans  son  ouvrage  ;  ce  qui  por- 
terait à  croire  qu'il  la  regardait  comme  entièrement  différente  rie  la 
sienne  :  c'est  pourquoi  j'ai  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  faire  re- 
marquer que  ces  deux  méthodes  ne  sont  au  fond  que  la  même  pré- 
sentée différemment. 

3.  Maintenant ,  il  est  clair  que  la  bonté  de  la  méthode  dont  il 
s'agit ,  dépend  de  cette  condition ,  que  si  a  est  une  valeur  approchée 
d'une  des  racines  de  l'équation  proposée ,  a  +  p  sera  une  valeur 
plus  approchée  de  la  même  racine;  c'est  donc  ce  qu'il  faut  exa- 
miner. 

Soient  a,  /3,  y ,  etc. ,  les  m  racines  de  l'équation 

x"  —  Axm~>  -f-  Bxm~*  —  etc.  =  o  ; 

cette  équation ,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Note  seconde ,  peut 
toujours  se  mettre  sous  la  forme 

(x  —  a.)   {x  —  /3)  (x  —  y) =  0. 

Mettons  a  -f-  p  à  la  place  de  x,  et  développons  les  termes  suivant 
les  puissances  de  p;  on  trouvera  pour  les  deux  premiers  termes 
X  -f-  Yp  ,  ces  valeurs  de  X  et  Y, 

X  =  (a  —  a)  {a  —  /3)  (a  —  y) 

Y  =  U  —  /S)(«  —  y) -\-  {a  —  a)    (a  —  y) 

-f-  (a  —  a.)  (a  —  |3) -f-  etc., 

d'où  l'on  tire 

y  = ;  H etc. , 

\  a  —  a.  a  —  fi  a  —  y 

et  par  conséquent 

p  = ; r1 i 

1 :  H -f  etc. 

a  —  a         a  —  fi        a  —  y 


1 


-  +- f- r-etc. 

a.  —  a         3  —  a         y  —  a 


NOTE    \. 

Supposons  que  a.  soit  la  racine  que  l'on  cherche,  et  que  a  soil 
une  valeur  approchée  en  plus  ou  en  moins,  et  —  a  sera  le  défaut 
ou  l'excès  de  la  valeur  a  sur  la  véritable  a,  et  a  —  a  —  p  sera  le 
défaut  ou  l'excès  de  la  valeur  corrigée  a-\-p;  et  il  faudra,  pour  la 
bonté  de  la  méthode,  que  la  quantité  a.  —  a  — p  soit  toujours  plus 
petite  que  la  quantité  a  —  a,  abstraction  faite  des  signes  de  ces  quan- 
tités; et  par  conséquent  que  la  quantité  — — soit  toujours   plus 

grande    que     ,  abstraction  faite  des  signes. 


4.  Taisons,   pour  abréger 


n  =  a 1"  etc-  5 

p  —  a  y  —  a 

on  aura,  par   la  formule  trouvée  ci-dessus  pour  la  valeur  de  p 

J __  R  (  a.  —  a  ) 


donc, 


a 


—  a  —  p  =  a  —  a _ 

1  1 
.   +R          — -  +  R 


— +  H 

J  a.  —  a  1  1 


—  a — p         R(«  —  a)         * —  a    '     («  —  a)*R" 


D'où  je  conclus  que  si  la  valeur  de  R  est  du  même  signe 
que  celle  de  a. — a,  la  valeur  de  a  —  a  —  p  sera  encore  du 
même  signe,  et  que  la  condition  dont  il  s'agit  aura  nécessaire- 
ment  lieu. 

Mais  si   les  deux  quantités  a — a  et  R  sont    désignes  contraires, 
alors,  pour   que   la    condition  ait  lieu,    abstraction  faite  des  signes 

il  faudra  que  l'on  ait  ^— i-_— .-  >  '  ^,;  or  de  l'équation  pré- 
cédente on  tire 


+ 


(a  —  a—Py     ~  (*— «y  ^  (a— û)3R  ^~  (a  — a)»RJ' 

donc  il    faudra  que       J^    R  -f-      _^     -  soit  une  quantité  positive, 
et  par  conséquent  que  l'on   ait  la   condition 

2  (a  —  a)  R  -f-  1  >  o. 
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Comme  la  valeur  de  R  dépend  des  autres  racines  fi,  y,  etc. ,  qui 
sont  inconnues,  il  est  difficile,  peut-être  même  impossible  de  trou- 
ver à  priori  uu  caractère  pour  juger  si  la  condition  dont  il  s'agit  est 
remplie  ou  non. 

11  est  aisé  d'ailleurs  de  former  à  posteriori  des  équations  où  cette 
condition  n'aura  point  lieu,  en  prenant  Jes  racines  /S,  y,  etc.  ,  de 
manière  que  quelques-unes  des  différences  /3  —  a  ,  y  —  a  ,  etc. 
soient  fort  petites  et  de  signes  différens  ;  et  si  /3  et  y,  par  exemple  , 
sont  imaginaires  et  de  la  forme  de  tt  -+-  p  \/  —  i  et;r  —  p  y/  —  i, 
il  n'y  aura  qu'à  prendre  tt  peu  différent  de  a  et  p  fort  petit.  Alors  la 
valeur  corrigée  a  -f-  p ,  au  lieu  d'être  plus  près  de  la  vraie  \  a- 
leur  de  la  raciue  a  que  la  valeur  de  a,  s'en  éloignera  au  contraire 
davantage. 

5.  11  n'v  a  donc  que  le  premier  cas  où  l'on  puisse  établir  un  ca- 
ractère certain  pour  le  succès  de  la  méthode  ;  car  il  est  vishle  que  si  la 
quantité  a  est  à  la  fois  plus  petite  que  chacune  des  racines  a,  /S,  y,  etc. 
de  l'équation  proposée  ,  ou  plus  grande  que  chacune  de  ces  raci- 
nes, en  regardant,  comme  on  le  doit,  les  quantités  négatives  comme 
plus  petites  que  les  positives,  et  les  plus  grandes  négatives  comme 
plus  petites  que  les  moins  grandes  •  alors  la  quantité  R  sera  nécessaire- 
ment de  même  signe  que  la  quantité  a  —  a;  et  si ,  parmi  ces  racines, 
il  y  en  a  d'imaginaires  de  la  forme  7r-f-p\/  —  i ,  w  —  f  y/  —  i  , 

il  en  résultera  dans  R  les  termes  ■ — ( ; . 

t  —  a-f-  p  y  —  I  ir  —  a  —f  y  —  r 

qui  se  réduisent  à  - — _    VV  ^  ?  quantité  qui  sera  aussi  de  même  signe 
que  œ  —  a,  si  a  est  en  même  temps  plus  petit  ou  plus  grand  que  *. 

D'où  l'on  peut  conclure,  en  général ,  que  l'usage  de  la  méthode 
dont  il  s'agit,  n'est  sûr  que  lorsque  la  valeur  approchée  a  est  à  la 
fois  ou  plus  grande  ou  plus  petite  que  chacune  des  racines  réelles  de 
l'équation  ,  et  que  chacune  des  parties  réelles  des  racines  imaginaires; 
et  que  par  conséquent  cette  méthode  ne  peut  être  employée  sans 
scrupule  que  pour  trouver  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ra- 
cine d'une  équation  qui  n'a  que  des  racines  réelles  ,  ou  qui  en 
a  d'imaginaires ,  mais  dont  les  parties  réelles  sont  moindres  que 
la  plus  grande  racine  réelle  ,  ou  plus  grandes  que  la  plus  petite  de 
ces  racines. 
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Pour  que  les  valeur»  corrigées  successivement  approchent  toutes 
de  plus  en  plus  de  la  vraie  valeur  de  la  racine  ,  il  faudra  prendre 
pour  première  valeur  approchée  une  quantité  plu»  grande  que  la 
plus  «rande  des  racines,  si  c'est  celle-ci  qu'on  cherche;  ou  plus 
petite  que  la  plus  petite  racine,  si  l'on  cherche  la  plus  petite: 
alors  toutes  les  valeurs  corrigées  successivement  seront  aussi  plus 
grandes  que  la  plus  grande,  ou  plus  petites  que  la  plus  petite  des  ra- 
cines ,  et  la  condition  nécessaire  pour  la  convergence  aura  con- 
stamment lieu  pour  toutes  ces  valeurs,  puisque  R  et  a,  —  a  seront 
toujours  de  même  signe  ,  en  prenant  pour  a  chacune  de  ces  mêmes 
valeurs. 

6.  Lorsque  toutes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles ,  il  est 
facile  de  reconnaître  si  la  première  valeur  approchée  a  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  chacune  des  racines  ;  car  en  mettant  l'é- 
quation sous  la  forme 

(x  —  a)  (x  —  fi)  (x  —  y) ==o, 

et  substituant  a  -+-  p  pour  x,  elle  deviendra 

[p  -f.  a  —  a.)  (/;  ■+■  a  —  fi)  (p  ■+■  a  —  y) =  o  , 

où  a  —  et  ,  a  —  fi,  a  —  y  ,  etc. ,  seront ,  dans  le  premier  cas ,  des 
quantités  positives,  et  dans  le  second,  toutes  négatives;  donc,  dans 
le  premier  cas,  on  aura  une  transformée  en  p  dont  tous  les  termes 
seront  positifs,  et,  dans  le  second  cas,  cette  tranformée  aura  ses  termes 
alternativement  positifs  et  négatifs. 

Réciproquement,  si  les  termes  de  la  transformée  en  p  sont  tous 
positifs,  il  est  évident  qu'il  n'y  aura  alors  aucune  valeur  positive 
de  p  qui  puisse  satisfaire  à  l'équation  ;  par  conséquent  les  valeurs 
réelles  de  p  seront  nécessairement  négatives  :  donc  les  racines  de 
l'équation  en  p  étant  a,  —  a,  fi  —  a,  y  —  a,  etc.  ,  il  faudra  que 
ces  quantités  soient  toutes  négatives  ou  imaginaires;  donc  la  quan- 
tité a  sera  nécessairement  plus  grande  que  chacune  des  racines 
réelles  de  l'équation ,  quand  même  elle  aurait  des  racines  imagi- 
naires. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  si  les  termes  de  la  transfor- 
mée en  p  sont  alternativement  positift-et  négatifs»,  Ja  quantité  a  sera 
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nécessairement  plus  petite  que  chacune  des  racines  réelles  ,  soit  qu'il 
y  ait  des  imaginaires  ou  non. 

7.  ÎNIais  dans  le  cas  où  l'équation  a  des  racines  imaginaires ,  on 
ne  pourra  pas  s'assurer  de  la  même  manière  que  la  quantité  a 
sera  eu  même  temps  plus  grande  ou  plus  petite  que  chacune  des 
parties  réelles  de  ces  racines;  je  ne  vois  pas  même  qu'on  puisse 
s'en  assurer  autrement  que  par  le  moyen  de  l'équation  dont  ces 
parties    réelles    seraient    racines.    Or,   si  /3  =  tt  -+-  p   \/  —   1  ,  et 

y  =  t  —   f    y    —    t  ,  on   a   T  =  -  :  ainsi  1  équation  dont  m 

sera  une  des  racines ,  ne  peut  être  que  celle  qui  aura  pour  racines 
les  demi-sommes  des  racines  de  la  proposée ,  prises  deux  à  deux  , 
et    qui  ,    par    la    théorie     des    combinaisons  ,    montera    au     degré 

™(."<    ~    '  ) 

Ayant  formé  cette  équation  par  les  formules  que  noua  avons 
indiquée.-  plus  haut  (Note  III),  on  y  substituera  a  -f-  s  à  la  place 
de  l'inconnue;  et  si  la  transformée  a  tous  ses  termes  positifs,  ou 
alternativement  positifs  et  négatifs,  on  sera  assuré  que  le  nombre  a 
sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  chacune  des  valeurs  de  tt  ,  et  par 
conséquent  aussi  que  chacune  des  parties  réelles  des  racines  ima- 
ginaires. 

8.  Newton  n'a  appliqué  sa  méthode  qu'à  l'équation  x~  —  2X — 5  =  o 
que  uous  avons  résolue  (n°  25).  Il  suppose  d'abord  dans  le  cha- 
pitre IV  a  =  2  ,  et  substituant  a  -f-  p  à  la  place  de  x  ,  il  a  la 
transformée 

o  =  —  1  -f-  iop  -f-  6pl  -\~  p3, 

d'où  il  tire  p  =  —  =  o,  1  ;  il  fait  ensuite  p  =  o,  1  -f-  q  ,  il  a  la 
nouvelle  transformée 

o  =  0,061  -f-  11, 23?  -f-  6,3?'  -f-  q", 

d'où  il  tire  q  =  —  ^— ?  =  —  o,oo54 ;  il  continue  en  faisant 

q  =  —  o,oo54  -f*  r,  il  vient  la  transformée 

o  =s  0,000541708  ■+•  11,16196/'  -f-  6,3r»  -f-  r3, 
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,-  •■        i.i     ■  0,OOo54l-oS  ,r.-i 

.1  ou  il  déduit  r  =  —       ^  g —  = —  0,00004000 :  et 

nusi  «le  suite. 

Ainsi     les      valeurs     convergentes    de     x    sont     2,     2,1.     2,og46 
2,o9J55i.|7  ,  dont   la  dernière   est  exacte  à   la  dernière  décimale  |>iès 
(numéro  cité). 

Dans  et;  cas,   la   série  est,    comme   1  <>n    voit,    1res   convergente.   On 
peut,  en  effet,  s'assurer  a  priori  pat   ce  que  nous   avons  démontré 
que  cela  doit  être  ainsi. 

Cai    nous    avons    vu    (  numéro  26  )   que    les    deux   autres    racines 
de    cette    équation    sont   imaginaires  ,   et   qu'en  les  représentant  par 

*  =*=  f    /—  '»  ou    a   ;''    '"-    I""   Prés  p*  =  j£  =  |?,  et 

1 5  1 5 . 3 1  4^5       , 

w  =  ~  VTJ  =~  4~TTT  =  ~  444  ^   donc>    P^sque,    outre    la 

racine    a    que   l'on   cherche,    il    n'\    a    que    ces  deux  racines  imagi- 
naires ,    on  aura   dans  ce  cas    11  =  - — ^— — '-1— .    (  h .  a  étanl   =  •> 

(*—«)  +  t 

i353 
on    a   tt —  a  ■=. ttt  '■   mais  «t  étant       lies  peu   près  2.00a.). 

ni  ri  .m 

on  a  a  —  a  =  0,0.)  j5. .  .  .  ,  d'où  l'on  voil  d'abord  que  I!  ei  a. — a 
sont  de  signes  diffêrens,  et  qu'ainsi,  pour  que  la  première  correction 
de  a  soit  juste,  il  faut  que  la  condition  a(a — a)  R  +  1  ;>  o  ail  heu 
Or,  on  trouve  II  = —  0,6075,  et  de  là  2(a  —  a)  Il  = —  o,  1  2  j  j 
de  sorte  que  la  condition  dont  il  s'agit  est  amplement  satisfaite. 
\insi  on  est  assure  que  la  première  valeur  corrigée  2,1  appro- 
chera  davantage  de    la   vraie  valeur  de  la   racine.   Eu    prenant    cette 

valeur  pour    a,    on    a    a. — a  —  —   o,oo55 ;    donc    a  —  a    el 

R     étant     maintenant    de     même    signe,    les     corrections    suivantes 
approcheront  toutes  de  plus   en    plus  de  la  vraie  valeur  delà  racini 
cherchée. 
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Sur    la    Méthode    d Approximation    tirée    des    séries 

récurrentes . 

I.    JAeprenoss   l'équation 

xm  —  Ajc"-'  +  B.r"-1  —  Gr»-3  H-  etc.   =  o, 

dont  on  a  désigné  les  racines  par  a,  j3,  y,  etc.;  on  aura  (INote  II),  par 
la  nature  de  ces  racines,  l'équation  identique 

xm  —  Axm~l  -f-  Bxra_a  —  Cr™-3  -f-  etc. 
=  (*  —  a)  {x  —  /S)  (*  — >)  (x—  <P)...., 

laquelle  doit  avoir  lieu ,   quelle  que  soit   la  valeur  de  x. 

L'identité  de  l'équation  subsistera  donc  encore  en  mettant  x-j-i 
au  lieu  de  x,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  i;  donc  aussi 
si  après  la  substitution,  on  développe  suivant  les  puissances  de  i,  les 
termes  affectés  de  i*,  etc.,  fourniront  d'autres  équations  identiques;  ce 
seront  les  équations  que  nous  avons  appelées  dérivées ,  dans  la  Théorie 
des  Fonctions. 

La   première  de  ces  équations  dérivées  sera 

mxm~'  —  (m  —    i)   Ax"-'  +  (m  —  :>)  Jkr"-3  —  etc. 
=s(ar—/8)  (x  —  y)....  +  (x  —  et)  (x  -  y). . .  . 
(x — a.)  (x  —  (i)....   +  etc. 

Divisons    cette    équation     par     l'équation    identique    ci-deàsus,    on 

aura 

mrr- ■  —  (m  —   i)  Arm~'  ■+■  (m  —  2)  Bx1— ^  —  etc. 

X"  —  Axm"'  -+-  Bx"-1  —  Crn-J  -f-  etc. 
i                   i  i 


-f-  etc. , 


~  x  —  a         x  —  8     '     x 

équation  qui  doit  aussi  être  identique,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
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Donc,  elle  le  sera  encore  si  on  eu  développe  les  deux  membres 
eu  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  positives  ou  néga- 
tives de  x. 

2.  Développons  d'abord  suivant  les  puissances  négatives  ;  la   frac- 
don  qui  forme  le  premier  membre  deviendra 

P     .    Q    ,    R         S 

et  pour  trouver  les  valeurs  des  coeflicieus  P  ,  Q  ,  R  ,  etc.  . 
il  n'y  a  qu'à  multiplier  par  le  dénominateur  xm  —  Axm~l  -f-  etc. , 
et  comparer  ensuite  les  termes  avec  ceux  du  numérateur 
mx"~l  —  (m  —   i)  Axm~%  -f-  etc.,  on  aura  ainsi 

P  =  m  , 

Q  =  AP  —  (m  —  i  )  A, 

R  =  AQ  —  BP  4  (  m  —  2  )  B  , 

S  =  AR  —  BQ  +  CP  —  (  m  —  3  )  C , 

etc., 

où  l'on  voit  que  la  suite  des  quantités  P,  Q,  R,  etc.  devient  après 
le  ma™  terme  une  suite  récurrente,  dont  l'éclielle  de  relation  est 
A ,  —  B ,  C ,  —  D  ,  etc. 

Développant  de  même  les  fractions  qui  forment  le  second  membre, 
il  deviendra 

7  +  (a  +  0  -+■  etc.)  1  4  (a»  4  /3»  -f-  y  4  etc.  )  -3 
4  (a*  4-/3'  4>'4-ctc.  )  j44etc. 

Maintenant  la  comparaison  des  termes  semblables  des  deux  mem- 
bres de  l'équation  donne 

P  =  m, 

Q  =  a  4  /3  4  y  4  etc., 
R  =  cC  4  j3'  4  y+  etc., 
S  =  a}  4  /33  4  y3  4  etc. , 
etc. , 

17.. 
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et,  en  général,  un  lermc  quelconque  dont  le  quantième  sera  u.  à 
compter  île  Q,  sera  égal  à  a?  -f-  (&"  -f-  yf  -J-  etc.  C'est  l'expression 
du  terme  général  de  la  strie. 

On  a  par  là  la  démonstration  la  plus  simple  de  la  loi  donnée  par 
Newton,  pour  la  somme  des  puissances  des  racines.  Mais  les 
mules  précédentes  sont  surtout  utiles  pour  approcher  de  la  valeur 
de  la  plus  grande  des  racines  a,  (&,y,  etc.  En  effet,  il  est  clair 
nue  si  toutes  ces  racines  sont  réelles,  et  que  a  soit,  par  exemple, 
la   plus   grande    des    racines,  soit    qu'elle    soit   positive   ou    négative, 

l,i  puissance  aï'  surpassera  d'autant  [dus  les  puissances  semblables  des 
autres  racines,  cl  même  la  somme  de  ces  puissances,  que  l'expo- 
sant fi  sera  plus  grand  ;  d'où  il  s'ensuit  que  si  T  et  \  sont  des 
termes    consécutifs    de    la    série    P,   Q ,   R,  etc.,   on    aura   à 

peu  près  a  =  =-,  et    celle  valeur  de  la   racine   a.  sera    d'autant    plus 

approchée  que  les  termes  dont  il  s'agit  seron!  plus  éloignes  du  com- 
mencement de  la  série. 

3.  Si  parmi   les  racines  /3 ,  y ,  etc.    il  y  en  avait   d'imaginaires,  on 
aurait ,  par  exemple,  /3  =  77-  +  /»   V  —    1 .  y  =  vr  —  /  1/  —  1: 

alors    faisant    \/    ( -7T3    +    fa)    =    n    et    (-  =    tang    <?  ,  on     aurait 

/3  =  n  (  cos  <p  +  sin  <p  ]/  —  1  )  et  y  =  n  (  cos  <p  —  sin  î  \/  —  1  )  : 
donc  parle  théorème  connu 

(6y-  =   if   (cos  (*<p  +  sin  !J.  $  \/  —  1  ) , 
yf  —    ri"   (cos  jXt  —  sin  u  <p  \' I  ), 

et  parconséquent 

/S"  +  3/*  =  2  rr  cosf<  p. 

Ainsi,    pourvu    que    la    racine  a   soit   en  même  temps  plus 
que   n   ou   y/    (  tt1  -f-  p*),     c'est-à-dire    plus  grande   que    >/  fiy , 

puissance  a'  surpassera  aussi  la  somme  de  pareilles  puissances  de 
3  et  y. 

Donc  la  méthode  ne  sera  en  défaut  à  cause  des  racines  imaginaires, 
qu'autant  qu'il  s'en   trouvera  dans  lesquelles  le  produit  réel  des  deux 
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racines    correspondantes,   sera    plus  grand    que    le    carré    de   la   plus 
grande    des    racines   réelles,  et,   dans   ce    cas,    la    série,   au    lieu   de 
s'approcher  et   de   se   confondre  à  la  fin  avec  une  série  géométrique 
s'en  éloignera  continuellement. 

4.  Celle  méthode  rentre  évidemment  dans  celle  que  Daniel  Ber- 
noulli a  déduite  de  la  considération  des  suites  récurrentes,  et  tnCEuler 
a  exposée  en  détail  dans  son  Introduction.  Dans  celle-ci  on  donne  à  la 
fraction  génératrice  de  la  série  ,  pour  numérateur ,  un  polynôme  quel- 
conque d'un  degré  moindre  que  le  dénominateur  ;  ce  qui  rend  I  t 
premiers  termes  de  la  série,  entièrement  arhitraires.  Celle  frac- 
tion se   décompose    dans  les   fractions    simples    — -4- 

-\ ,    ele.  ,   d'où  résulte,   pour  les  termes  de    la    série,   cette 

expression  générale  aaf  -+-  biK  +  cy'  -f-  etc.  ,  laquelle  donne 
également  .  lorsque   la    racine  cl  est  beaucoup  plus  grande    nue  cha- 

cime  des  autre.-,  =  pour   la    valeur   approchée    de    a.    quelle  que  soil 

la  valeur  du  coefficient  a.  Mais  l'indétermination  des  premiers 
termes  de  la  série,  au  lieu  d'être  un  avantage  de  cette  méthode, 
est    plutôt    un    inconvénient  ;  car    s'il    arrive    que   deux    racines  et,  fi. 

soien)  égales,  alors  les  deux  termes  aaf  -f-  bî" prennent  en  vé- 
nérai la  forme  {a'  -f-  b'u)  a";  et  si  les  trois  racines  et ,  (2  y 
sont  égales  ,  les  trois  termes  act"  +  /y/3"  -f-  cy^  prennent  la 
tmine  [a  -f-  h' ^  -f-  c'^s)  a?  ,  et  ainsi  de  suite  :  d'où  il  est  aisé 
de  voir  que  lorsque  la  plus  grande  racine  a  est  nue  racine 
double  ou  triple  ,  etc.  ,  la  série  converge  Lien  moin-  rapide- 
ment vers  une  série  géométrique,  bu  prenant  pour  numérateur 
la  fonction  prime  du  dénominateur  .  ainsi  que  nous  l'avons  l'ail 
ci-dessus,  tous  les  coeiïiciens  a,  b ,  c,  etc.,  deviennent  égaux  à 
l'unité;    et  dans   le   cas   des  racines  égales  a.  et   /S,  les   deux    termes 

a-" -f-  /S'*  deviennent  simplement  ia?'  ,  et  ainsi  de-  autres;  de 
sorte  que  les  racines  égales  n'influent  en  rien  sur  la  convergence 
de  la  série. 

5.  Pour  donner  un  exemple  de  ce  que   nous  venons  de  dire  ,  je 
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prendrai  celui  de  l'article  346  de  l'Introduction  d'Euler.  L'équa- 
tion à  résoudre  est  x3  —  3xa  +  4  =  0.  Euler  prend  o  ,  1  et  3  pour 
les  trois  premiers  termes  ,  et  il  forme  par  l'échelle  de  relation  3,  o,  —  4> 
la  série  récurrente  1,  3,  9,  23,  57,  i35,  5i3,  711,  etc.  dans 
laquelle  il  observe  que  le  quotient  de  chaque  terme  ,  divisé  par  le 
précédent,  est  toujours  plus  grand  que  2,  racine  double  et  en  même 
temps  la  plus   grande. 

Si  l'on  emploie  les  formules  données  ci-dessus  ;  en  faisant 

w  =  3,     A  =  3 ,     B  =  o,     C=4? 

tous   les    termes    P,   Q,    R,    etc.    se  trouvent  multiples  de    3;  de 

sorte  que,    rejetant  ce  facteur  pour  plus  de   simplicité,  on    trouve 

par   la  même  échelle  de  relation,    mais    en  partant   des  termes    1  , 
1  ,   3  ,  la  série 

1,   1 ,  3,  5,  11,  21,  43,  35,   171,  34i  ,  etc., 

où  l'on  voit  que  le  quotient  de  chaque  terme,   divisé  par  celui  qui  le 
précède,  converge  très  rapidement  vers  la  racine  double  2. 

6.  Nous  avons  développé  plus  haut  l'équation  identique 

mxm~'  —  etc.  1 


*"» —  A.vm_1  +etc         x  —  a.  ~  x  —  3 


+  etc.  , 


suivant  les  puissances  négatives  de  x  ;  développons  -  la  mainte- 
nant suivant   les  puissances  positives   :  pour  cela,    soient 

a  —  bx  -j-  ex*  —  dx3  ,  etc.  les  derniers  termes  du  polynôme.... 
x"1  —  Axm~l  -f-  Bxm~%  —  etc.  :  on  mettra  le  premier  membre  de 
l'équation  identique   sous  la  forme 

— '  b  +  icx  —  Zdx1  -f-  4gj'J  —  etc. 
a  —  bx  -f-  ex1  —  dx'-+-  exl  —  etc.  ' 

et  le  développement  de  cette  fraction ,  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x,  sera  de  la  forme 

—  P'  —  Q'x  —  R'x*  =  S'x3  +  etc.  ; 

en  multipliant  par  le  dénominateur,  et  comparant  les  termes,  on 
trouvera 
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aF  sa  b, 

aQ'=  H>'  _  ac, 

aR'  =  ÔQ'  —  cP'  4-  3J, 

«S'   =  /dV  —  cQ'+  4F  —  4c, 

etc. , 

ce  qui  donne  une  série   récurrente  dont  l'échelle  est 

/;  c  d 

-, ,     -,     etc. 

a  a  7       a  7 

Le  second  membre  de  la  même  équation,  étant  développé  pa- 
reillement suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  donnera  la 
série 

—  (i  +  ?  +  ç>  +  etc-  )  **+  etc-  ; 

de  sorte  qu'on  aura  par  Ja  comparaisou, 

i  +  £  +  7  +  etC'  =  Q'' 

i  +  J+7+ete.  =  R', 

etc. 

Ces  formules  renferment  la  loi  des  sommes  des  puissances  réciproques 
des  racines. 

Il    est    évident   que    si   a  est  la  plus    petite    racine,  soil    posiii\. 

ou   négative,   les  puissances  —  surpasseront  d' autant  plus  la  somme 

des  pareilles  puissances  des  autres  racines,  que  a.  sera  plus  petite 
que  chacune  des  autres  racines  /3 ,  y ,  etc.  Par  conséquent,  si  T' 
et  V     sont   deux     termes    consécutifs    de    la   série    1",  Q',  II',  etc., 

T" 

le  quotient  y-,    approchera  d'autant    plus   de    la   valeur    de    la   plus 
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petite  racine  réelle  de  l'équation,  i[uc  ces  termes  seront  plus  éloi- 
gnés du  commencement  de  la  série.  Ainsi  cette  série  servira  à  trouver 
la  plus  petite  racine,  comme  la  première  P,  Q,  R,  etc.  sert  a  trou- 
ver la  plus  grande;  et  à  l'égard  des  racines  imaginaires,  on  prouvera, 
de  la  même  manière,  quelles  n'empêcheront  pas  l'approximation 
vers  la  plus  petite  ratine  réelle ,  pourvu  que  le  carrelle  celte  racine 
soil  en  même  temps  plus  petit  que  chacun  des  produits  réels  des 
racines  imaginaires  correspondantes. 

n.  On  pourrait  donc  employer  cette  méthode  d'approximation 
pour  chacune  des  racines  réelles  d'une  équation  quelconque,  si  l'on 
connaissait  d'avance  une  valeur  approchée  a  de  cette  racine,  lelle 
que  la  différence  entre  cette  valeur  et  la  vraie  valeur  de  la  racine 
fût  moindre  en  quantité,  c'est-à-dire,  abstraction  faite  des  signes  . 
que  la  différence  entre  la  même  valeur  et  chacune  des  autres 
eines  réelles  ,  et  en  même  temps  moindre  que  la  racine  carrée  de  cha- 
cun des  produits  des  racines  imaginaires  correspondantes,  s'il  v  en  a, 
;  ,iées  de    la    même  valeur;   car  alors,    en  nommant    a  la  valeur 

approchée  de  la  racine  cherchée,  et  faisant  x  =  a  -f-  p  ,  on  aura 
une  transformée  en  p  ,  dont  la  plus  petite  racine  pourra  se  déter- 
miner par  la  méthode  précédente  ;  et  celle  racine,  jointe  à  la  pre- 
mière valeur  approchée  ,  donnera  la  racine  cberchi  e.  Mais  OU  ne 
saurail  trouver  les  premières  valeurs  qu'en  faisant  usage  des  méthodes 
nue  non-  avons  données;  et  ces  valeur.-,  étant  une  fois  connues  ,  il 
est  bien  plus  exact  d'employer  la  méthode  d'approximation  du  cha- 
pitre 111  :  aussi  ne  suis-je  entré  dans  ce  détail  sur  la  méthode  d'ap- 
proximation tirée  des  séries  récurrentes,  que  pour  ne  rien  laisser  à 
désirer  sur  le  sujet  dont  il   s'agit. 

8.  Si  l'on  veut  appliquer   la    méthode  précédente  à    I  exemple   de 
Sewlon,  on    prendra   d'abord  la  transformée  />'  -f-  6p*  -f-  top  —  i 
(  Note    précédente);    et    comme    on    sait    «pie    la     racine    réelle     est 
moindre   que   0,1  ,    il    s'ensuit    que    le  produit    des    deux    autres    ra- 
cines  qu'on    sait    être  imaginaires  ,    sera   >>  - —  >   10,    puisque    le 

dernier  terme  1  est  le  produit  des  (rois  racines;  ainsi  on  esl  assun 
que  le  carré  de  la  racine  cherchée  est  beaucoup  moindre  que  le 
produit   des    deux   racines  imaginaires.    On  formera    donc   la    série 
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récurrente   par    le   movcn    de    la    fraction  — ■  °       ' ?/)  y  '-J—,     ,t   l'on 

1    lOJi  tlj)' j, 

aura  les  termes    10,   na,   nS3,   ia5i2,    i3a33o,  etc. ,  qu'on   peut 
continuer  aussi  loin    qu'on  veut    par  l'échelle  de  relation    10     (i     i  : 
chacun  de   ces    termes,  divisé  par  le   suivant,   donnera   les   fractions 
io        ii2        i i 83  .  ...  i     .       , 

772'  ÏT83'  725i2>  etc-'  (IU1>  etant  redmtes  en  décimales,  devien- 
nent 0,089,  °j°9i675  °5°945Î9>  o,09455i5,  etc.  Or  nous  avons 
vu,  dans  la  Note  précédente,  que  la  méthode  de  Newton  donne  pour 
la  valeur  de  p  la  série  convergente  0,1,  0,9/jG  ,  0,00,4".  5  1/J7  ,  etc., 
d'où  l'on  peut  juger  de  l'accord  des  deux  méthodes.  En  effet,  nous 
ferons  voir  plus  Las  que  ces  méthodes  ,  quoique  fondées  mu-  des 
principes  diflerens  ,  reviennent  à  peu  près  au  même  dans  le  fond, 
et  donnent  des   résultats  semblables. 
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Sur  la  Méthode  de  Fontaine,  pour  la  résolution  des 

équations. 


L/omme  on  ne  fait  point  usagé  de  celte  méthode,  qni  est  d'ail- 
leurs peu  connue  ,  je  pourrais  me  dispenser  d'en  parler  ici  ;  mais 
le  nom  de  l'Auteur  et  la  manière  dont  il  l'a  annoncée,  m'engagent 
à  en  donner  une  idée  abrégée,  cl  à  examiner  les  principes  sur 
lesquels  elle  est  fondée.  Je  la  donne,  dit -il,  pour  V  analyse  en 
ailier  que  l  on  cherche  si  inutilement  depuis  l'origine  de  l'Algèbre. 
\  oyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  pour  l'année  i~  i"  - 
page  665. 

i .  Cette  méthode  a  deux  parties.  Dans  la  première  ,  l'auteur  con- 
sidère les  équations  comme  composées  de  facteurs  simples ,  réels 
ou  imaginaires  de  la  forme  xzàza,  x  rb  a  db  h  \/ — i,  et  conte- 
nant un  certain  nombre  de  quantités  réelles  positives  cl  inégales, 
a,  b ,  c ,  etc.  11  parcourt  toutes  les  combinaisons  possibles  des 
différens  facteurs  qu'on  peut  former  de  celle  manière,  et  il  cherche 
pour  cliaque  système  de  fadeurs,  dans  les  coefficiens  de  l'équation  , 
les  conditions  qui  sont  propres  à  ce  système,  et  qui  peuvent  le 
distinguer  de  tous  les  autres.  11  forme  ainsi  des  tables  qui  con- 
liennent  tous  les  différens  systèmes  de  facteurs,  cl  les  conditions 
qui  leur  appartiennent  ;  de  manière  qu'une  équation  quelconque 
étant  proposée,  dont  les  coefliciens  sont  donnés  en  nombres,  un 
puisse  tout  de  suite  reconnaître  quel  est  le  système  de  fadeurs  dont 
elle  peut  être  composée.  Ainsi  on  saura  sur-le-champ  combien  elle 
a  de  racines  réelles  inégales  ou  égales,  positives  OU  négatives,  et 
combien  clic  en  a  d'imaginaires  avec  la  forme  de  chacune  des  ima- 
ginaires. 

2.  Four  donner  une   idée  plus  nelle  de  ce  que  je  viens    de  dire, 
à  ceux  qui  ne  sont  pas   à  portée  de   consulter   le    Recueil   des    Mé- 
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moires  de  Fontaine,  je  vais  rapporter  ici  la  table  tl<  s  équations 
du  second  degré,  avec  un  précis  de  la  méthode  par  laquelle  l'au- 
teur l'a  construite;  ensuite  je  lirai  quelques  remarques  sur  cil  le 
méthode. 

Dans  les  formules  suivantes  ,  les  lettres  m  ,  n  et  fl,  l>  désiguenl 
des  nombres  ou  des  quantités  quelconques  positives,  et  l'on  suppose- 
que  a    est   toujours  une  quantité  plus  grande  que  b. 


x1  -f-  mx  -\-n  = 


(x+a)  {x+a) m' — 4"=°  ; 

{x-\-a-\-ay' — 1)  (x-\-a — a\/ — i)  .  .  .ni1 — 2/2=0 
{x+a)  {x-\-b) m' — .j">"  , 

{x+a+by/-i)  (x+«-v—)  !  m[-4n<o> 

[   m" — :>«>o  , 
{x-{-b-{-a\/ — 1)  {x-\-b — a  y  —  1)       ne — a«<<>  , 

x*  +  mx  -j-  n  z=z       {x+a)  {x — b) , 

{x — a)  {x — a) m" — 4n=0  > 

(x — a-\-a\/ — 1)  (x — « — a  y" — 1). .  .11? — 2n=o  , 

^    -mx  +  n  =  l^~a^X-^ ..m--4»>o, 

(x-a+Bv'-i)  {x-a-by'-,)       '»'- !«<<>, 

l   m — 2«>o  , 

(.r — b-\-a\/ — 1)  {x — b — a\/ — 1)       m*— ->«<o  , 
,3?*-— rar -J- ra  =      (a: — a)  {x-\-b) , 

xi  +  n  =      (x-f-av/ — 0  (x — aV — 0? 

x'  —  n  =      (.r-f-a)  (x — a). 

On  voit  d'abord  dans  cette  table  toutes  les  combinaisons  possibles 
des  différens  facteurs,  qui  ne  peuvent  être  i-i  que  xzha,  xdzb, 
ou  .r zfc a d=  a  1/ — r,  xdzadzby' — 1  et   xdzbzha  \/ — 1. 

Pour  savoir  à  quelle  forme  d'équation  chaque  combinaison  pou- 
vait se  rapporter,  on  a  développé  les  produits  ,  et  on  les  a  comparés 
aux  équations,  en  faisant  attention  que  la  quantité  a  doit  être  plus 
grande  que  b.  Jusque  là,  la  méthode  n'a  de  difficulté  que  la  lon- 
gueur du  calcul  ;  et  tout  l'art  consiste  à  trouver  les  caractères  ou 
conditions  propres  à  chaque  combinaison. 

Ces  conditions  sont  de  deux  sortes;  lis  unes  sonl  données  par 
des  équations  déterminées,  comme  ni1 — \nz=o,  ou    ni'  —  ?.n  =  0  , 

18.. 
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ce  sont  celles  qui  ont  lieu  lorsqu'on  suppose  que  la  quantité  b  de- 
\ient  nulle,  ou  devient  égale  à  a.  Elles  ne  sont  pas  difficiles  à  trou- 
ver :  car,  comme  ces  suppositions  détruisent  une  des  deux  indéter- 
minées a,  b,  en  faisant  la  comparaison  des  termes  résultans  du 
produit  des  facteurs  avec  ceux  de  l'équation,  on  a  une  équation  de 
plus  qu'il  n'y  a  d'indéterminées  ;  de  sorte  que,  par  l'élimination  , 
on  parvient  nécessairement  à  une  équation  de  condition  ;  c'est  ain<i 
que  les  facteurs  égaux  (x-\-a)  {x-\-a)  donnent  la  condition  m* — ^n=o, 
et  que  les  facteurs  (x-+-  a -\-  a\/ — 1),  [x  -f-  a — a\/ — 1)  donnent 
7>l*  —  2K  =  o. 

Les  autres  conditions  dérivent  de  celles-ci,  en  changeant  le  signe 
d'égalité  dans  celui  de  majorité  ou  de  minorité.  Elles  résultent  de 
cette  considération ,  que  si  une  fonction  des  coefliciens  m  et  n 
est  nulle  lorsque  a  =b  ou  b  =z  o  ,  elle  sera  plus  grande  ou  plus 
petite  que  zéro  lorsque  a  sera  plus  grand  que  b ,  ou  b  plus  grand 
que  zéro. 

Ainsi,  comme  le  système  (  x  -^-  a)  (  x  -\~  a)  peut  résulter 
de  celui-ci  (.r-f-a)  (x-\-b),  en  faisant  b  =  a ,  ou  de  celui- 
ci  (  x  +  a  -+-  b  \/ —  i  )  (  x  -f-  a  —  b  \/ —  i  )  ,  en  faisant  b  —  o ,  la 
fonction  m*  —  fyi ,  qui  est  nulle  pour  ce  système-là  ,  ne  le  sera 
plus  dans  ces  deux  -  ci  ;  et  l'on  trouve  que  cette  fonction  est  posi- 
tive pour  le  système  (x  -\-a)  (x  -f-  b),  et  négative  pour  le  système 
(x  +  a  -f-  b\/—  i )  (x+a —  by/ — i). 

L'auteur  suppose  ,  comme  un  principe  général  ,  que  la  fonction 
qui  est  nulle  dans  le  cas  de  la  coïncidence  de  deux  systèmes,  sera 
toujours  plus  grande  que  zéro  dans  l'un,  et  moindre  que  zéro  dans 
l'autre,  et  il  détermine  par  nu  exemple  particulier  celui  des  systèmes 
où  elle  est  positive,  et  celui  où  elle  est  négative;  mais  cette  propo- 
sition ne  peut  pas  être  admise  sans  démonstration;  et  il  y  a  même  de 
fortes  raisons  de  douter  qu'elle   soit  vraie  en  général. 

Dans  les  cas  dont  il  s'agil  ,  on  en  peut  prouver  la  vérité; 
car  le  système  (  X  -{-  a  )  (  x  -{-  b  )  étant  développé  ,  donne 
X*  -f-  (  a  -\-  b  )  x  +  ab  ;  donc  m  =  a  -f-  b  ,  n  =  ab ,  et  par  consé- 
quent  //j' —  \n=z(a — b)%,  quantité  toujours  positive.  De  même, 
le  système 

(i'+a  +  b\/ —  ï)  (x  -f-<J—  by' — 1)  =  ;e* -f- 2<7X -f- rf*  +  b% 
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donne  m  =  2a,  n  =  a*  -f-  b%,  et  m* —  fo  = —  i^%  quantité  tou- 
jours négative.  On  peu!  démontrer  de  la  même  manière  les  autres 
conditions  pour  les  différens  systèmes  des  équations  du  second  degré. 

3.  L'auteur  a  appliqué  les  mêmes  principes  el  la  même  méthode 
aux  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  et  il  a  donné 
pour  ces  degrés  des  tables  semblables  à  celle  que  nous  venons  de  rap- 
porter. Voyez  le  Recueil  de  ses  Mémoires,  imprimés  en  1764. 

L'étendue  de  ces  tables  augmente  en  proportion  du  nom!>re  des 
combinaisons  des  différens  facteurs;  et  la  recherche  des  conditions 
propres  à  chaque  combinaison  ou  système,  devient d'autanl  plus  diffi- 
cile, qii  il  arrive  souvent  que  les  conditions  qui  résultent  de  l'égalité 
de  quelques-unes  des  quantités  a,  b,  c,  etc.,  qui  sont  censées  lin- 
mer  une  série  décroissante  ,  ont  lieu  pour  plus  d'un  système  à  la  fois, 
et  qu'il  est  alors  nécessaire  de  trouver  des  conditions  pour  distinguer 
ces  mêmes  systèmes  entre  eux. 

L'auteur  ne  donne  aucune  règle  générale  sur  cet  objet  ;  il  se 
contente  d'essayer  successivement  les  fonctions  les  plus  simples  des 
coefficiens  m,  n,  p,  etc.  de  l'équation,  jusqu'à  ce  qu'il  en  trouve 
une  qui  soit  nulle  dans  le  cas  commun  à  deux  systèmes,  et  qui 
soit  plus  grande  que  zéro  dans  l'un,  et  plus  petite  «pie  zéro  dans 
l'autre. 

C'est    ainsi,    par  exemple,   qu'avant   trouvé  pour    l'équation 

.r'-f-  mx*-\-  nx-\-p  =0  que  les  deux  systèmes  (.r-f-fl)  (x-\-b)  (x-{-b) 
et  (x  -f-  a)  [x -f-  a)  Çx  -J-  b)  ont  la  même  équation  de  condition 

■Y m'  —  Zn)  ( —  Zmp  -f-  «')  — .  (mn  —  gp)*  =  o, 

il  cherche  une  fonction  de  la  forme  Aw'-j-Bh,  ou  Aw'-f-Bww-f-t y, 
ou  etc.,  telle  qu'elle  soit  =0  dans  le  cas  commun  de  azzzb,  et 
qu'elle  soit  >o  pour  le  premier  système,  et  <o  pour  le  second; 
il  trouve  celle-ci,  irn?  —  G/rare -J- 270,  qui  satisfait  à  ces  deux 
conditions. 

Quoique  l'auteur  soit  parvenu  à  trouver  ces  fonctions  pour  tous 
les  cas  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  on  peut 
douter  qu'il  soit  possible  de  les  trouver  en  général  dans  les  équations 
des  degrés  supérieurs;   du  moins   il    n'est  pas  démontré  qu'il  existe 
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toujours  nécessairement  des  fonctions  qui  aient  ces  propriétés  :  ainsi 
la   théorie  peut  être  aussi  en  défaut  de  ce  côté. 

4-  Au  reste,  on  peut  trouver  directement  les  conditions  précédentes  ; 
car,  si  l'on  suppose  que  l'équation 

x3  -f-  mx%  +  nx  -\-  p  =  o 

ait  un  facteur  double  (  x  -f-  a)',  il  n'y  aura  qu'à  diviser  le  polynôme 
x3  -+-  /m1  -+-  nx  -f-  p  par  x1  -f-  iax  -f-  a1 ,  on  trouvera  le  quotient 
x  +  m  —  2X  ,  et  le  reste 

(/z  —  aa  —  2ma,  -f-  4^')  x  -\-  p  -\-  2a3  —  OTa*j 

ainsi,  il  faudra  faire  séparément 

3aa  —   2mx  -f-  «  =  o  , 

2a3  —  nu1    -f-  p  =  o  ; 

,,    .    ,,          .                                                   mre  —  on 
d  ou  Ion  tire  a  =    — f-  . 

Celte  valeur,  substituée  dans  la  première  équation,  donne 
(mn  —  gp)*  +  4  (TO*  —  3^î)   (3/«/?  —  na)  =  o; 

ce  qui  est  la  condition  commune  aux  deux  systèmes. 

Maintenant,  comme  le  quotient  a:  -j-  m  —  2a  forme  le  facteur 
inégal  de  l'équation  ,  on  fera  a  =  b  et  m  —  2X  =  a  pour  le  système 
(x  •+-  a)  (  x  +  Z»)  (or  -j-  Z»  ) ,  et  a  =  a }  m  —  2a  =  b  pour  le  sy- 
stème (as  +  n)  (x  -\-  a)  (x  -f-  b)  ;  donc,  puisque  par  l'hypo- 
thèse «  >  b,  on  aura  pour  le  premier  système  ?«  —  2a  >a  ,  ou 
m  —  5a  >  o  ,  et  pour  le  second  m  —  3a  <C  °- 

Mais  en  substituant  la  valeur  de  a ,  on  a 

m  —  aa  =  a^— -: 

m'  —  on 

d'un  autre  côté,  il  est  facile  de  s'assurer  que,  pour  les  deux  systèmes, 
on  a  ma  —  5«  >  o;  car  le  système  (-r  -f-  «)  (.r  +  £)  (x  +  A) 
donne  m  =  a  -f-  ib  ,  ra  =  2«&  -f-  Z»*,   comme  il  résulte  du  dévelop- 
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pcrucnt  :  donc 

m*  —  3n  =  a'  —  -xab  +  b'  =  (a  —  6)»; 

et  comme  pour  l'autre  système  il  n'y  a  qu'à  changer  a  en  b  ,  on 
aura  de  même  ni"  —  3«  =  (  a  —  b)*.  Donc  les  conditions  pour  les 
deux  systèmes  seront  simplement 

2uû  —  gmn  -f-  z-p  >•  o  pour  le  premier , 
2«s  —  gmn  -f-  '-'7/;  <C  °  l'our  le  second , 

comme  Fontaine  l'a  trouvé. 

5.  Mais  les  conditions  mêmes  qui  résultent  de  l'égalité  de  quel- 
ques-unes des  quantités  a  ,  Z>,  c,  etc.,  ne  sont  pas  toujours  par- 
ticulières aux  systèmes  dans  lesquels  ces  égalités  ont  lieu,  comme 
Fontaine  le  suppose;  ce  qui  détruit  un  des  principaux  fondemens  de 
sa  théorie. 

Par  exemple,  il  trouve  dans  le  troisième  degré  que,  pour  l'é- 
quation 

x3  -f-  mx*  —  nx  —  p  =  o , 
la  condition 

2/h3  —  tnn  —  p  =  o 

est  particulière  au  système 

[x  —  a)  (x+fl+i|/  —  î)  (x-\-  a  —  b  \/  —  i  ), 

et  doit  le  distinguer  de  tous  les  autres.  Mais  j'ai  reconnu  que 
celle  condition  a  lieu  aussi  pour  tout  système  de  la  forme  (x  -f-  a  ) 
( x  —  b )  {x  -f-  c),  qui  se  rapporte  à  la  même  formule  d'équation  , 
lorsque  a  -f-  c  =  ib  ;  ce  qu'on  peut  aussi  prouver  à  priori. 

Ainsi  ,  si  l'on  a  l'équation  X3  -f-  2X*  —  5x  —  ci  =  o  , 
comme  elle  satisfait  à  la  condition  dont  il  s'agit  ,  puisque  en 
faisant  m  =  2  ,  n  =  5  ,  p  =  6  ,  on  a  2. S  —  ?..o  —  (5  =  o  ,  on 
pourrait  conclure  de  la  table  de  la  page  .Vfi",  du  Recueil  des  Mé- 
moires de  Fontaine ,  que  cette  équation  a  trois  facteurs  de  la  forme 

(x  —  a)    (x-^-a-\-by/ —  1)    (x-f-rt — b  \/  —  1). 
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et  que  par  conséquent  elle  a  deux  racines  imaginaires  ,  tandis  qu'elle 
a  au  contraire  les  trois  facteurs  réels 

(x  -f-  S)  (x  —  2)  (ar  4.  i). 

On  doit  dire  la  même  chose  de  la  condition 

+  2*iZ*. 5. 7np*<?  —  33.7V  H-  a8. 5 Y  =  o, 

fjue  Fontaine  trouve  (page  568)  pour  le  caractère  commun  des  deux 
systèmes 

(*+«)  (#  — £)  (j?  —  i  +  ^-i)  (a?—  ô  —  c  y/  —  i)j 

et(j?  +  a)  {x—c)  {x  —  c  +  b  \/  —  1)  (x—  c  —  £  y/  —  1), 

appartenant  à  la  formule 

x4  —  nx%  -f-  /?>r  —  (7  =  0. 

Cette  condition  n'est  pas  particulière  à  ces  deux  systèmes;  elle  a  lieu 
aussi  dans  tout  système  de  la  forme 

(X  +  a)  (x  —  b)  (x  —  c)  (x  —  d), 

appartenant  à  la  même  formule  d'équations  (page  552),  pourvu  que 
l'on  ait  b  -f-  d  =  2c  ;  c'est  ce  qu'on  peut  trouver  à  priori  ;  mais  ce 
détail  nous  mènerait  trop  loin. 

G.  On  peut  conclure  de  ces  observations ,  qu'il  n'est  pas  toujours 
possible  de  trouver  les  conditions  qui  distinguent  chaque  système 
de  facteurs  de  tous  les  autres,  en  ne  considérant  dans  les  quan- 
tités a,  b  ,c ,  etc.  ,  qui  entrent  dans  ces  facteurs,  d'autres  rapports 
que  ceux  d'égalité  ou  d'inégalité,  suivant  la  théorie  de  Fontaine. 
INhiis,  quand  on  le  pourrait,  le  travail  pour  les  trouver  dans  les 
degrés  au-dessus  du  quatrième,  serait  immense,  et  ne  serait  pas 
même  utile  pour  la  résolution  numérique  de.;  équations,  comme 
nous  allons  le  montrer  en  examinant  la  seconde  partie  de  la 
Méthode. 

7.  Dès  qu'on   aura   trouvé,  comme   l'auteur  le  suppose,  la  forme 
de   chaque    facteur    de   l'équation    proposée,  il  n'y  aura    plus    qu'à 
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déterminer  les  valeurs  des  quantités  a,  b,  c,  etc.,  qui  entrent  dans 
ces  facteurs ,  et  qu'on  sait  être  toutes  positives  et  inégales  ;  ,et 
voici  comment  il  s'y  prend.  Il  développe  le  produit  des  facteurs  , 
et  le  comparant  à  l'équation  proposée  ,  il  a  autant  d'équations 
qu'il  y  a  d'indéterminées  a,  b ,  c,  etc.,  il  élimine  toutes  ces 
quantités,  hors  deux,  qu'il  se  propose  de  déterminer  :  il  a  ainsi 
deux  équations  cjntre  ces  deux  quantités  ;  il  fait  la  plus  grande  de 
ces  quantités  =  Ra,  et  la  plus  petite  =  Iî/3  ;  et  éliminant  U, 
il  a  une  équation  homogène  en  a  et  /3  ,  dans  laquelle  il  substi- 
tue x$  -f-  y  pour  a ,  et  ztp  H-  u  pour  /3. 

Il  suppose  d'abord  en  x  =    1  .  y  =  0  -   z  =  o ,  u  =  1  ;  il  a  une 
équation  en  <p ,  dans  laquelle  il  fait  successivement  <p  =  1,  2.    î. 
jusqu'à    ce   qu'il    trouve   deux,    résultats  de  signes  contraires  ;  alors  il 
fait   O  =  A,  A  étant  le  plus  petit  des  deux   nombres  qui  ont  donné 
des  résultats  de  signes  contraires  :  donc  a.  =  A  ,  /3  =  1 . 

Il  fait  ensuite  x  =  A  ,  y  =  1 ,  z  =  1 ,  u  =  o  ;  et  dans  l'équation 
résultante  en  <p,  il  cherche  de  même  deux  substitutions  qui  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires  :  nommant  B  le  plus  petil  des  deus 
nombres  ,  il  fait  <P  =  B  ;  donc  a  =  AB  -f-  1  ,  8  =  B. 

11  continue  de  la  même  manière  ,  en  faisant  x  z=  à  la  dernière  va- 
leur de  a.  ,y  à  l'avant-dernière  ,  z  =  à  la  dernière  valeur  de  /3  ,  el  wk 
l'avant-dernière. 

Substituant  ensuite  successivement  ces  valeurs  de  a.  et  /3  dans  1  ex- 
pression rationnelle  de  11  qui  résulte  des  deux  équations,  on  a  celles 
de  a  et  b  .  d'autanl  plus  exactement ,  que  les  opérations  sur  a  et  /3  ont 
été  poussées  plus  loin. 

Pour  en  donner  un  exemple,  je  vais  rapporter  celui  que  l'on  trouve 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  «le  17.17?  Paoe  &12- 

Soit  l'équation  x*  —  3x  -f-  1=0;  comme  elle  se  1  apporte  à 
la  formule  x1  —  mx  -f-  n  ,  en  faisant  m  =  3 ,  n  =  1  ,  si  l'on  exa 
mine  les  conditions  relatives  à  cette  formule  dans  la  table  donnée 
ci-dessus,  on  trouve  que  celle-ci  m*  —  /\ii  =  0  a  lieu;  d'où  l'on 
conclut  que  les  deux  facteurs  sont  de  la  forme  (x  —  a)  (x — b). 
On  a  donc  en  développant  a  -f-  b  =  3  et  ab  =r  1. 

Soit  a  =  aR ,  b  =  ÔR  ,   on    aura  R  (  a  -f-  |8  )  =  3 ,   R3*/3  =  1  : 

'9 
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3 
donc  R  =  —rfi  et  ga/3  =  (  a.  -f-  /3  )*;  savoir, 

*'  —  7ec/S  -f-  /3»  =  o, 
où  l'on  fera  a  as  ,r<p  +  y  et  ,5  =  z^  -f-  u. 

Soit ,  i°.  a;  =  i,/  =  o,  2  =  0,  u  ass  1  ;  donc  a  =  <p ,  /3  =  1  ; 
substituant  ces  valeurs,   on  a  f  —  7<P  +   1  =  0;  faisant  <p  c=  1 
2  ,   etc.  ,    jusqu'à  <p  =6,  on  a  des  résultats  négatifs;  mais  <p    ■=  ~ 
donne    le    résultat    1  ;   donc    <p    =    6  ,    donc    a.    =   6 ,    /3   =    1  , 

R  =  !. 

1 

2°.  jt  =  6,^=  1,   z  ==  1,  h  =  o;  donc  a  =  6<p  -f-  1  ,  /3  =  p, 
et  l'on  a  l'équation  5<p'  —  5<p  —  1=0. 

Ici  <p  =  1   donne  le  résultat  —  1  ,  <p  =  3  donne  9  :  donc  <p  =  1  ; 

3 
et  de  là  *  =  7 ,  /3  =  1 ,  R  =s  3. 

5°.  j?  =  7,i/=:6,z==i,«=sij  donc  a  =  7$)  -j-6,  j3  =  <p  -f-  1  ; 

et  substituant,   on  a  l'équation  <p*  —  5<p  —  5  =  o.  Faisant  <p  =  1  , 

2  ,  etc. ,  jusqu'à  <p  =  5,  on  a  des  résultats  négatifs;  mais  <p  =  6  donne 

3 
le  résultat  1  ;    donc  <p  —  5 ,   et  de  là  a  =  .\  1  ,   /3  =  6,  et  R  =  -7-, 

el  ainsi  de  suite. 

S-  Telle  est  la  méthode  d'approximation  que  Fontaine  a  donnée 
sans  démonstration  dans  son  Mémoire  de  1747  5  et  qu'il  a  redonnée 
de  même  dans  le  Recueil  de  ses  Mémoires.  Elle  suppose,  comme 
l'on  voit,  que  l'on  peut  toujours,  par  la  substitution  des  nombres 
1  ,  2  ,  5  ,  etc. ,  au  lieu  de  <p  dans  les  différentes  équations  en  <p  , 
trouver  deux  nombres  qui  donnent  des  résultats  désignes  différens  ; 
ce  qui,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  chapitre  1er,  (n°  5 
et  suivans)  n'a  lieu  qu'autant  que  ces  équations  ont  des  racines 
positives  dont  la  inoindre  différence  est  plus  grande  que  l'unité. 
D'après  cette  considération,  il  est  facile  de  trouver  des  exemples  où 
l.i  méthode  de  Fontaine  sera  en  défaut. 

Soit,   par  exemple,  l'équation 

x3  —  zx*  —  a3  a:  -f-  60  =  o , 
nuise  rapporte  à  la  formule  x3  —  mx*  —  nx  -f-  p,  en  faisant  m=  2. 
n  =  25,/;  =s  Go.   La  table  de  la  page    ~>,\-  du  Recueil  des  Mémoires 
de  Fontaine,  donne  ces  trois  conditions 
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|  m*  _|_  3n»)  («»  +  Sm/?)  —  (  —  mn  -f-  gp)'  >  o, 
mra  —  p  <  o  ,     /n*  —  «  <  o  • 

pour  le  système  (x  -\-  a)  (x  —  Z»)  (x  —  c) ,  lesquelles  se  trouvant 
remplies  ici,  il  s'ensuit  que  ce  système  est  celui  «le  l'équation 
proposée. 

Pour  trouver  les  trois  quantités  positives   et  inégales  a,  b ,  c,  etc.  . 
on  comparera  le  produit  des  facteurs 

x3  -f-  (a  —  b  —   c)  xa  -f-  (  —  ab  —  ac  -f-  bc)  x  -f-  abc 

avec  l'équation  donnée  ,  on  aura  ces  trois  équations 

a  —  b  —  c  =  —   2  ,  —  ab  —  ac  -\-  bc  ■=  —  2r>   et  abc  =  60 

Éliminant  c  ,  on  aura  cz=  a  —  b  -f-  1 ,  et  les  deux  autres  équations 
deviendront 

a*  —  ab  4-   b'  -f-   2    («  —   è)   =  23  , 
(«  —  £  )   ai  +   2a/>  =  60  ; 

et  Faisant   a  =  ail,  b  =  /2II  ,  on   aura 

R.  («•  —  *j3  +  /3»  )  +  2R  (  *  —  /3  )  =  2ï  , 
R3  (a    —  |8)  a/3  +  2Ra  a/3  =  60. 

Enfin  ,   éliminant  R,  on  aura  une  équation  homogène  du  sixième 
degré  en  a  et  j8,  réductible  à  cette  forme 

|  ao(aM-/3»)— 4i(a£)(i5aS-/3')— 54a/3]  [i2(aa4-/3*)-r-25a/3j  =  o. 

Maintenant     on     fera  ,     suivant     Fontaine  ,     a    =    xp    -f-   _?"  , 
/3  =  2<p  -f-  «,  et  on  supposera   dans  la  première  opération  x  =    1  . 
y  =  o,  z  =  0,  u  =   1  ;  ce  qui  donne  a  =<P,  /3  =  1  :  l'équation 
sera  donc 

[2o(ç>'4-i)  —  4i<p]  [i5(<p'-f-i)— 34<p]  [i2((pa-f-i)H-25?l  =  '^ 

et  il  faudra  faire  successivement  <p  =  1,2,  5,  etc.,  jusqu'à  ce  que 
l'on  trouve  deux  valeurs  de  <p  qui  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires,  ce  qui  n'arrivera  jamais,  les  résultats  étant  toujours  posi- 

19.. 
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tifs  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  par  la  simple  inspection 
de  l'équation.  Ainsi  la  méthode  sera  en  défaut  dès  la  première 
opération. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  ne  peut  avoir  des  résultats  négatifs  qu'en 
donnant  à  <£   une   valeur  intermédiaire  entre  1  et  2.  Par  exemple  en 

faisant  <B  =  -  ,  on  trouve  le  résultat  —        g —  :  mais  cela  est  con- 

Y  2  '  10      7 

traire  à  l'esprit  de  la  méthode  de  Fontaine ,  qui  suppose  que  a  et  /S 
sont  toujours  des  nombres  entiers.  D'ailleurs ,  si  l'on  voulait  ad- 
mettre pour  <p  des  nombres  fractionnaires,  il  serait  bien  plus  simple 
d'opérer  immédiatement  sur  l'équation  proposée,  en  cherchant  deux 
valeurs  de  l'inconnue  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires 5 
mais  la  connaissance  de  la  forme  des  facteurs,  qui  est  l'objet  des 
Tables  de  Fontaine,  devient  inutile  pour  cette  recherche,  et  la 
difficulté  du  problème  demeure  en  son  entier. 

Nous  remarquerons  encore  que,  puisque  dans  la  première  opération 
jii  fait  <p  =  «  =7,  l'équation  en  <p  sera  toujours,  généralement  par- 
lant, d'un  degré  plus  haut  que  l'équation  proposée;  car  si  a  et  b 
sont  deux  racines  réelles,  les  racines  de  l'équation  en  <p  seront  tous 
les  quotiens  qu'on  peut  former  en  divisant  une  racine  par  l'autre  ; 
de  sorte  que  si  m  est  le  degré  de  la  proposée ,  m{m  —  1  )  sera  celui 
de  l'équation  en  <5,  laquelle  sera  d'ailleurs  nécessairement  du  genre 
des  réciproques. 

Mus  si  a  étant  une  racine  réelle,  b  était  la  partie  réelle  de  deux 
racines  imaginaires  ,   alors  ■=■  serait  le   quotient  d'une    racine  divisée 

par  la  demi-somme  de  deux  autres  racines ,  et  l'équation  eu  <p  serait 

,                  ,  m(m —  1)   (m —  2) 
du    degré  — — -. 

9.  Au  reste,  comme  l'équation  en  a  et  /3,  que  l'on  trouve  par  le 
procédé  de   Fontaine ,  est   nécessairement  une  équation  homogène  , 

elle  n'a,  à  proprement  parler  ,  qu'une  seule  inconnue-  et  la   substi- 
tution  de   x<p  -\- y  à  la  place  de  a,  et  de  z$   +  u  à  la   place   de 

,<3  ,  revient   à  substituer  immédiatement  -J     ,    y  à  la  place  de  Fincon- 

zç  -f-  u 
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nue  de  cette  équation;  or,  cette  formule  est  l'expression  générale  des 
fractions  convergentes  qui  résultent  d'une  fraction  continue  dans 
laquelle   <p    représente   successivement    les    dénominateurs    de    cette 

fraction ,  et  -,   -■   sont    les    deux    fractions  successives  qui   préc< 
la  fraction- — £■*  ,  comme  il  résulte  de  la   théorie  connut   de; 

zip  -J-  u 
tuntinues.   Ainsi,   il  paraît  que   Fontaine  a    cherché  à   exprimer  i 
rapport  entre  les  quantités    a.   et   /3  ,  qui   est     le    mèm<     que 
entre  les  quantités  a  et b ,  par  les  fractions  convergentes  dépendantes 
des    fractions    continues;    niais    la    difficulté    consiste   a    déterminer 

les  valeurs  de  <p  lorsque  la  fraction  y  n'est  donnée    que  par   une 
tion.  f^ oyez  ci-dessus  l'article  IV  (n°  78). 

Je  me  suis  un  peu  étendu  sur  l'analyse  de  la  Méthode  de  Fontaine  , 
parce  que  je  ne  connais  jusqu'à  présent  que  deux  auteurs  qui 
en  aient  parlé,  d'Alembert  dans  l'Encyclopédie ,  au  mot  i 
tion  ,  et  Condorcet  dans  l'Histoire  de  l'Académie  des  Sciences 
pour  las  années  1771  et  1773,  et  que  l'un  et  l'autre  se  sont 
tentés  de  jeter  des  doutes  sur  cette  méthode,  sans  donner  les 
moyens  de  l'apprécier. 
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NOTE    VIII. 

Sur  les   limites  des  racines  des  équations ,   et  sur  les 
caractères  de  la  réalité  de  toutes  leurs  racines. 


JL  a  recherche  des  limites  des  racines  est  le  premier  problème 
qui  se  présente  dans  la  théorie  des  équations  ,  après  celui  de 
leur  résolution  générale.  Comme  cette  résolution  est  bornée  jus- 
qu'ici au  quatrième  degré  ,  et  comme  il  est  démontré  ,  par  la 
considération  des  fonctions  des  racines ,  que  si  elle  est  possible 
au-delà  de  ce  degré,  ce  ne  peut  être  qu'en  résolvant  des  équations 
d'un  degré  beaucoup  plus  élevé ,  ce  qui  donnerait  des  expressions 
intraitables  par  leur  complication  :  on  peut  dire  que  c'est  du  pro- 
blème des  limites  que  dépend  maintenant  tout  l'art  de  résoudre  les 
équations.  Eu  effet  ,  dès  qu'on  a  trouvé  des  limites  particulières 
pour  chaque  racine,  on  peut  les  resserrer  par  des  substitutions  suc- 
cessives, et  approcher  ainsi  de  la  valeur  de  la  racine  autant  que 
l'on  veut. 

1.   On  a  senti,  avant  la  fin  du  dix-septième  siècle,  la   nécessité  de 
s'occuper  de   ce  problème  ,  et  dès  qu'on  eut  trouvé  que  l'équation  , 
formée    en   multipliant    chaque   terme    d'une    équation    donnée    par 
l'exposant    de    son    inconnue,  renferme    les    conditions   de    l'égalité 
des  racines  de  la  proposée  ,    on  découvrit  bientôt   que    les    racines 
de  cette  même    équation    ainsi   formée    étaient  les   limites   de    celles 
'le  l'équation  primitive.  On  sait    que  Hudde  est   l'auteur    de  la  pre- 
mière  de    ces   deux    importantes    découvertes  ;    et    je    crois    que    la 
seconde   est   due  à    JRolle }  qui   l'a  donnée   dans  son   Algèbre  ,    im- 
primée en  1690,  et  qui  en  a  fait  la  base  de  sa  méthode  des   Cascades. 
Suivant  cette   méthode  ,  les   limites   des    racines  d'une    équation    dé- 
pendent  d'une    équation    d'un  degré    inférieur   d'une  unité  ,   et    les 
limites  des   racines  de  celle-ci     dépendent    de    même     d'une   autre 
équation    d'un  degré  moindre  d'une   unité ,    et    ainsi    de  suite  ;    de 
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sorte  que ,  pour  parvenir  aux  limites  des  racines  de  L'équation 
proposée,  U  faut  résoudre  des  équations  différentes  et  successi\r^. 
qui  vont  toujours  en  baissant  d'un  degré.  Voyez  V Analyse  démon- 
trée de  Reyncau ,  où  cette  méthode  est  exposée  avec  beaucoup  de 
détail.  Mais  la  longueur  du  calcul  qu'elle  demande,  et  l'incertitude 
(jui  naît  des  racines  imaginaires  ,  l'ont  fait  abandonner  depuis  long- 
temps; et  l'on  aurait  peut-être  été  obligé  de  renoncer  à  avoir  une 
méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  ,  si  l'on  n'avait  pas  trouvé, 
pour  déterminer  les  limites  des  racines,  un  moyen  indépendant  de  la 
résolution  de  toute  équation,  comme  on  l'a  vu  dans  le  Chapitre  1' 
et   dans  la   INotc  IVe. 

La  considération  des  maxima  el  minima  des  lignes  parabo- 
liques a  conduit  Stirling  à  une  méthode  pour  déterminer  le  nombre 
et  les  limites  des  racines  réelles  du  troisième  el  du  quatrième  degré, 
laquelle  a  été  généralisée  par  Euïer ,  dans  son  Calcul  différentiel. 
Cette  méthode  revient  à  celle  de  Rollc  dans  le  fond;  mais  elle 
embrasse  également  les  racines  réelles  et  les  racines  imaginaires . 
et  pourrait  fournir  des  formules  générales  pour  distinguer  ces  ra- 
cines dans  les  équations  du  cinquième  degré,  au  moyen  des  racines 
du   quatrième. 

La  même  considération  a  fait  trouver  à  De  Gua  une  méthode 
pour  déterminer  les  caractères  de  la  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 
équation  quelconque.  [Mémoires  de  F  Académie  des  Sciences,  an- 
née 1 74 1  3 

Nous  avons  vu  que  ce  problème  peut  se  résoudre  aussi  par  le  moyen 
de  l'équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  différences  entre 
les  racines  de  l'équation  donnée;  mais  cette  solution  est  fondée  -m 
la  forme  même  des  racines  imaginaires,  au  lieu  que  la  théorie  de 
De  Gua  est  indépendante  de  cette  forme  ;  et  si  méthode  a,  déplus, 
l'avantage  de  n  exiger  que  le  calcul  d'équations  de  degrés  inférieurs  à 
celui  de  l'équation  proposée. 

(  .m  un  le  ces  dilféi  en  les   méthode*  sont  intéressantes  par   elle--  mêmes 
et  encore  plus  par  l'usage  dont  elles  peuvent  être   dans  plusieurs  oc- 
casions ,   j'ai   cru   qu'on  serait  bien  aise  de  les  trouver  ici  réunies,  et 
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déduites  d'une  même  théorie,  formée  uniquement  sur  les  premiers 
principes  de  l'analyse  des  équations. 

2.  Soit  en  général  Yx   une  fonction  rationnelle  et  sans  diviseur, 
telle   que 

a*  -f.  Xaf—  +  Bxm-S  +  Cx"—3  +  etc.  +  V; 

si  l'on  nomme  a,  /3,  5/,  etc.  les  racines  réelles  de  l'équation  Fx=o, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  x  qui  peuvent  satisfaire  à  cette  équation  , 
on    aura  l'équation   identique 

Yx  =  (x  —  a)  (x  —  /3)  (x  —  y) x  fx  , 

fx  étant  une  pareille  fonction  de  x,  mais  d'un  degré  moindre  que  m  , 
et  qui  ne  pourra  jamais  devenir  nulle  ni  négative,  quelque  valeur 
qu'on  donne  à   x  (  Note  11  ). 

Cette  équation   devant   avoir   lieu,  quelle  que  suit  la  valeur  de   x, 
ura    lieu    aussi  en    mettant    x  -f-  i  à   la  place   de    x  ,   quelle 
qui:   soit   la    valeur    de    i;    donc,    développant    les   fonctions  suivant 
puissances   de  i,    il    faudra    que  tous   les    termes    affectes   d'une 
même  puissance  de  i   se  détruisent   mutuellement  ;   ce   qui   donnera 
encore    autant    d'équations    identiques   qu'on    pourra   trouver     ainsi 
développement   actuel.    Mais   comme   ces   nouvelles   équations 
■H   nuire  chose    que  celles  que   nous    avons    appelées    dérivées, 
la  Théorie  des  fonctions  ,   nous  emploierons  ici  ,  pour  plus  de 
simplicité,  la  notation   et  l'algorithme  de    cette  théorie;    et    l'appli- 
cation  que  nous  allons  en    l'aire    aux    équations   fournira    un  nouvel 
exemple  de  son  usage  dans   l' Algèbre,   dont   elle     n'est   proprement 
qu'une  branche. 

i     Désignons,  pour  abréger,  par  <?x  la    fonction 

(x-a)(x-.(B)(x-y)(x^r) , 


on  aura  l'équation  identique  Vx  =  <px  X  fx;  d'où  l'on  tirera  sur-le- 
champ  l'équation  dérivée 

F'x  =  <p'x  xfx-j-Çx  X  fx; 
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el    l'on    trouvera 

<p'x  =  (x—  /S)  (x—y)  (x—J) . .  •  .+(*—*)  (■*—>)  (x—f) .... 
+  (*— a)  (*— /3)  (.r-/).  .  .  .+(*—*)  (x-(2)  (x—y).  .  .  . 
-f-  etc. 

Supposons  que  les  racines  a,  /3,  5/,  etc.  soient  rangées  par  ordre 
de  grandeurs,  en  commençant  par  les  plus  grandes  positives,  et 
finissant  par  les  plus  grandes  négatives.  Il  est  facile  de  voir,  pai 
la  nature  de  la  fonction  p'x .  qu'en  faisant  x=ct,  on  aura  <p'x  >  o, 
qu'en  fusant  x  =  @,  on  aura  <p'x  <  o  ,  qu'en  faisant  x=y,  on 
aura  <p'x  >>  o,  el  ainsi  de  suite.  D'un  autre  côté;  en  faisant 
x  =  a,  /3,  j-- ,  etc.,  on  a  toujours  $jr=u  et  Jx^>  o,  par  la  nature 
de  ces  fonctions.    Donc 

a?  =  a  donnera    I   .r   >>    0  , 
x  =  /S F'.r  <<  o , 

X    =   }/ Va?    >    O  , 

ainsi   de  suite. 
Or,  en  prenant  la  fonction  dérivée  du  polynôme  l.r,  on  a 

Y'x=mxm-1  ■+■  (m  —  i  )  Axm_1  -f-  (m —  2)  B;cm_3  ■+-  etc.  -f-  T  ; 

Jonc  l'équation  Y'x  =  0,  qui  est  «lu  degré  m —  1  .  aura  nécessaire- 
ment des  racines  réelles  qui  tomberont  entre  les  valeurs  des  racines 
et  et  )3,  /3  et  y,  y  et  J\   etc.  (Note  I"). 

4.  Désignons  par  a,,  /3, ,  ^,,  etc.  les  racines  réelles  de  l'équation 
tx  =  o,  et  l'on  démontrera  de  la  même  manière  que 

x  =  a,  donnera  F"x  >  o  , 

x  =  /3, F"*  <  o , 

x  =  yt Y'x  >   o  , 

el    ainsi   de  suite. 

D  ou   il   suit  que    l'équation  F"a?  =  o,  dans   laquelle 

T"x  =  mÇrn  —  \)xm~*  -f-  (m  —  1)  (m  —  2)Aa:m-3 
+  (m  —  2)  O  —  3)B.zm-*  -f-  etc.  +  2S  , 


i54  NOTE    V  I  I  I. 

aura  aussi  des  racines  réelles  qui  tomberont  entre  les  valeurs  'les  ra- 
cines a,  et  /3, ,  /3,   et  yt,   etc.,  et  ainsi  île  suite. 

Il  résulte  de  ces  formules ,  différentes  conséquences  que  nous  allons 
développer. 

Si  l'équation  primitive  l'a:  =  o  a  deux  racines  égales,  l'équa- 
tion dérivée  F'x  =  o  aura  une  racine  qui,  devant  tombei  entre 
ces  deux,  leur  sera  encore  égale;  par  conséquent,  le  facteur  qui 
contiendra  cette  racine,  sera  un  diviseur  commun  de»  deux  poly- 
nomes^'F^  et  F'x  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  parce  que  le 
polynôme  Fx  contenant  le  facteur  carré  (x —  a)3,  le  polynôme  F'x 
contiendra  encore  le  facteur  simple  x — et.  Ainsi  l'équation  r'.r  =  o 
renferme  la  condition  pour  qu'une  des  racines  de  l'équation  l'x=  o 
soit  double. 

On  prouvera,  de  la  même  manière,  (pie  si  l'équation  Vx  =  o 
a  trois  racines  égales,  le  facteur  «pu  contiendra  cette  racine  sera  un 
diviseur  commun  des  trois  polynômes  Fa:,  F'x  et  F"x,  et  que  les 
ileux  équations  F'.r  =  o,  V"x  =  o  contiennent  les  conditions  pour  qui 
l'équation  Fx  =  o  ait  trois  racines  égales,  et  ainsi  de  suite  j  ce  qui 
donne  les  théorèmes  connus  sur  les  racines  égales. 

5.  Considérons  d'abord  les  racines  réelles  de  l'équation  lx  =  u. 
en  tant  qu'elles  peuvent  être  positives  et  négatives,  et  suppi 
qu'elle  en  ait  un  nombre  p  de  positives,  et  un  nombre  q  de  né- 
gatives. Donc  l'équation  l'.r  =  o  aura  nécessairement^ — i  racines 
réelles  positives,  q —  i  racines  réelles  négatives,  et  de  plus  une 
racine  réelle  qui  pourra  être  positive  ou  négative:  car  puisque,  entre 
deux  racines  consécutives  de  l'équation  l\r=o,  il  en  tombe  néces- 
sairement une  de  l'équation  F'.r  =  o,  il  en  tombera  p —  i  positives 
entre  les  p  positives,  (] —  i  négatives  entre  les  y  négatives,  el  une 
entre  la  plus  petite  positive  et  la  première  négative,  qui  pourra  êtri 
positive  ou  négative. 

Donc,  si  l'équation  Vx  =  o  a  plus  de  racines  positives  que 
l'équation  F'x  =  o,  elle  ne  peut  en  avoir  qu'une  de  plus,  et  si 
elle    a  plus  de    racines    négatives  que  celle-ci,  elle  n'en  peut   avoir 

qu'une  de  plus- 

<  >i  .  comme  toute  équation  a  toujours  un  nombre  pair  ou  impair 
de  racines  positives,   suivant  que    son    dernier   terme   est    positif  ou 
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négatif  (Note  II),  il  s'ensuit  que  si  les  derniers  termes  sans  x  des 
équations  TùX  =  o  ,  F'x  =  o,  sont  de  même  signe,  l'équation  I  .< 
ne  pourra  pas  avoir  une  racine  positive  de  plus  que  l'équation... 
F'.r  =  o;  donc,  dans  ce  cas,  elle  ne  pourra  avoir  qu'une  racine 
négative  de  plus  que  cette  dernière  équation ,  et  par  conséquent  aussi 
elle  ne  pourra  avoir  une  racine  positive  de  plus  que  celle-ci,  que 
dans  le  cas  où  les  derniers  termes  îles  mêmes  équations  seront  de  signes 
différent. 

Donc,  en  général,  l'équation  Fx  =  o  ne  pourra  avoir  qu'une 
racine  positive  ou  négative  de  plus  que  l'équation  F'.r=:o,  suivant 
que  leurs  derniers  termes  sont  de  signes  différens  ou  de  même  signe 
Par  la  même  raison,  l'équation  l'.r  =  o  ne  pourra  avoir  qu'une 
racine  positive  ou  négative  de  plus  que  l'équation  F"x  =  o,  suivanl 
que  leurs  derniers  termes  seront  de  signes  différens  ou  de  même  signe 
et  ainsi  de  suite. 

Or  on  \  oit ,  par  les  formules  ci  -  dessus ,  que  le  dernier  terme 
de  l'équa  ion  Fx  =  o  est  V,  que  le  dernier  terme  de  l'équation 
F'x  =  o  est  T,  que  le  dernier  ternie  de  l'équation  F".r  =  o  est  2S, 
et  ainsi  de   suite  ;  de  sorte   qu'en  prenant  ces  équations   à   rebours  , 

la  (  m  —   1)'""'  aura  pour  dernier  terme  2.3 (ni  —   1)  A, 

la  (  m  —  2  )era'    aura   pour  dernier  terme  2.3 (  ni  —  2)  B, 

la  (ni  —  3  )°"c  aura  2.3 (ni  —  3  )  C  pour  dernier  terme  , 

et   ainsi   de  suite.    Mais  la  (m  —   1  )"nc    équation  ou  F°ï=°.r  =  o , 
devient 

2.3.4...-   mx  ~f-  i.2.3...  (  m  —  1  )  A  =  o  , 

rui    a,    comme    l'on    voit,    la     racine    positive     ou    négative  —   —, 

suivant  que  A  est  négatif  ou  positif.  Donc  la  (m  —  2)"°"  équation 
ne  pourra  avoir  une  racine  positive  ou  négative  de  plus  que 
celle-ci,  qu'autant  que  B  sera  de  différent  ou  de  même  signe 
que  A.  De  même,  la  (m  —  3  )im'  équation  ne  pourra  avoir  une 
racine  positive  ou  négative  de  plus  que  la  (ni  —  2)iffi',  qu'autant 
que  C  sera  de  différent  ou  de  même  signe  que  B ,  et  ainsi  de 
suite. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  l'équation  Fx  =  o  ou 

x"  -f-  AxT1  -f-  Bx™-1  -+•  Cxm~3.  -f-  etc.  -f-  V  =  o , 
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ne  peut  avoir  plus  de  racines  positives  ou  négatives  qu'il  y  a  dans 
cette  équation  de  termes  consécutifs  de  différent  ou  de  même  signe 
c'est-à-dire  que  de  variations  ou  de  permanences  de  signes:  par  con- 
séquent, si  l'équation  a  toutes  ses  racines  réelles,  elle  aura  précisé- 
ment autant  de  racines  positives  que  de  variations,  et  autant  «le  né- 
gatives que  de  permanences. 

C'est  là  le  fameux  théorème  de  Descaries ,  que  les  Anglais  at- 
tribuent à  Harriot ,  et  dont  on  a  différentes  démonstrations  données 
par  De  Gua ,  dans  les  Mémoires  de  Paris:  par  Segner  et  Epinus , 
dans  ceux  de  Berlin  ;  par  Keslner,  dans  le  Commentaire  sur  l'Arith- 
métique de  Newton ,  etc.  J'ai  rapporté  la  précédente,  parce  qu'elle 
découle  naturellement  de  notre  analyse;  cependant  la  plus  simple 
de  ces  démonstrations  est  celle  que  Segner  a  donnée  dans  les 
Mémoires  de  Berlin  de  l'année  i-5(>.  Elle  consiste  simplement  à 
faire  voir  qu'en  multipliant  une  équation  quelconque  par  x —  a, 
on  augmente  d'une  unité  le  nombre  des  variations  île  signe,  ei 
qu'en  la  multipliant  par  x-j-a,  on  augmente  aussi  dune  unité  le 
nombre  des  permanences ,  quelle  que  soit  la  valeur  des  coefficiens 
de  l'équation. 

6.  INous  allons  considérer  maintenant  les  racines  «le  l'équation 
F,r:=o,  comme  réelles  ou  imaginaires. 

Soient,  comme  ci -dessus,  a,  jS ,  y ,  etc.  les  racines  réelles  de 
I  équation  Yx  =  o  ,  et  a,,  jS, ,  y,f  etc.  les  racines  réelles  de  l'équa- 
tion F'a;  =  o,  ces  racines  étant  rangées  par  ordre  de  grandeur. 
Je  dis  que  des  racines  a,  /3,  y,  etc.  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une 
qui  soit  plus  grande  que  a,,  qu'une  qui  tombe  entre  a,  et  fi, , 
qu'une  qui  tombe  entre  /3,  et  y,  ,  et  ainsi  de  suite  :  et  enfin  une 
seule  plus  petite  que  la  plus  petite  des  quantités  a,,  /3, ,  y,  ,  etc 
Car  si  a  et  /3,  par  exemple,  étaient  à  la  fois  plus  grandes  que  a,., 
•  omine  entre  les  deux  racines  a.  et  (i  il  doit  tomber  nécessaire- 
ment une  racine  de  féipiation  V X  =  o  ,  cette  racine  serait  alors 
plus  grande  que  a,  ;  donc  a,  ne  sciait  plus  la  plus  grande  des  ra- 
cines «le  F.r  =  o,  comme  on  le  suppose.  De  même,  si  deux  racines 
(6  et  y  tombaient  à  la  fois  entre  les  Anus  a,  et  /3, ,  comme  entre 
p  et  y,  d  doit  nécessairement  tomber  une  racine  de  l'équation 
Ï"#  =  Q,   celte   racine   tomberait  aussi   entre   a,  et/3,,  contre    l'li\ 
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potbèse  puisque  celles-ci  sont  supposées  se  -unir  relativement  à 
leur  grandeur,  el  ainsi  de  suite.  Enfin,  si  plusieurs  des  racines  a. 
fi,  y,  etc.  se  trouvaient  plus  petites  que  la  plus  petite  des  racines 
an  /S,  y,,  etc.,  comme  il  tomberait  nécessairement  entre  elles 
racines  de  l'équation  F'j:  =  o,  ces  racines  seraient  donc  encore 
plus  petite-  que  la  plus  petite  .les  mêmes  racines  et,,  fi, ,  ;,,  etc., 
ce   qui  ne  se   peut. 

Or,  puisqu'on  a  en  général 

Yx  =  (x  —  *)(x  —  fi)(x  —  y) x  jx , 

il  est  clair  qu'en  substituant  st.,  au  lieu  de  x,  si  aucune  des  racines 
a,  /S,  y,  etc.  n'est  plus  grande  que  a,,  la  valeur  de  l'a  sera 
positive;  et  si  la  seule  racine  a  est  plus  mande  que  a,,  la  valeur 
de  Yx  deviendra  négative,  puisque,  dans  le  premier  cas,  tous  les 
facteurs  simples  seront  positifs,  et  que,  dans  le  second,  il  n v  en  aura 
qu'un  de  négatif,  le  polynôme  fx  conservant  toujours  une  valeur 
positive. 

Supposons  ensuite  qu'on  substitue  fi,  au  lieu  de  x ,  et  si  aucune 
des  racines  a.,  fi,  y,  etc.  ne  tombe  entre  a,  et  fi,,  cette  substitu- 
tion donnera  une  valeur  de  Fx  de  même  signe  que  la  substitution 
de  et,  ;  mais  elle  donnera  une  valeur  de  signe  contraire,  si  une  des  ra- 
cines Lombe  entre  et,  et  fi,.  Car  il  est  visible  que  tout  produit,  comme 
(a., — a.)  (fi,  —  a)  est  toujours  nécessairement,  positif,  tant  que  la  quan- 
tité a  est  à  la  fois  plus  grande  ou  plus  petite  que  ebacune  des  quan 
tilts  a,,  fi,;  qu'au  contraire,  il  est  nécessairement  négatif  si  la  quantité  a 
se  trouve  entre  les  deux  quantité-  a,  et  fi,,  c'est-à-dire  plus  grande 
que  l'une  d'entre  elles  et  plus  petite  que  l'autre.  Or,  la  substitution 
de  «j .  au  lieu  de  x  dan-  Yx  ,  donne 

(a,  —  a)  (*,—  fi)  (a,  —  y)....    xjx,, 

et   la  substitution  de  fi,  au  lieu  de  x  dans  la  même  fonction  .  donne 

{fi-a.)'fi,~fi)(fi,-y) x/?,: 

donc  le  produit  de  ces  deux  quantités,  savoir,  la  valeur  de  Fa,  X  Y  fi,  , 
>era  de  la  forme 

(a.-a,  OS,-*;.  (a,_/3)  (3,-fi)  U,-y)(fi,-y).  .  .  .  x>,  x/ft, 
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Donc  ce  produit  sera  positif  si  aucune  des  quantités  a,  /3,  y,  etc. 
ne  tombe  entre  les  quantités  a,  ,  /3,  ;  et  il  sera  négatif  si  une 
seule  des  quantités  a,  /3 ,  y  ,  etc.  tombe  entre  les  quantités  a,,  /S,, 
puisque  les  quantités  Jet,  et  /$,  sont  toujours  essentiellement 
positives  ;  par  conséquent  ,  les  valeurs  de  Fa,  et  de  F/3,  seront 
de  même  signe  dans  le  premier  cas,  et  de  signe  différent  dans  le 
second. 

On  démontrera  de  la  même  manière,  que  la  substitution  de  y, 
lieu  de  x  dans  Fx ,  donnera  un  résultat  de  même  signe  ou  de  signe 
contraire  à  celui  de  la  substitution  de  /S,  ,  suivant  qu'aucune  de 
cines  a,  ,ô,  y,  etc.  ne  tombera  entre    /3,  et  y,,  ou  qu'il  en  tombera 
•,w .  et  ainsi   de  suite. 

Enfin  ,  si  l'on  désigne  par  i»,  la  dernière  en  grandeur  des  racines 
ai->  fii-,  y i-,  etc.,  on  trouvera,  par  I  expression  de  Fx  en  facti 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  u,  au  lieu  de  x  dans  Fx ,  sera 
positif  OU  négatif,  suivant  qu'aucune  des  racines  a.  /S,  y,  etc. 
ne  sera  plus  petite  que  v,  ,  ou  qu'il  y  en  aura  une  plus  petite 
que  o, ,  le  nombre  de  ces  racines  étant  pair-  et  que,  lorsque  ce 
nombre  sera  impair,  le  même  résultat  sera,  au  contraire,  positif 
ou    négatif,   suivant    qu'une    des    mêmes    racines    sera    plus    petite 

ii  i,  ,  ou  qu'aucune  d'elles  ne  sera  moindre  que  u.„.  Or  comme 
le  nombre  des  racines  imaginaires  est  toujours  pair,  le  nombre 
des  racines  réelles  a,  /3  ,  y,  etc.  de  l'équation  Fx  =  o,  sera 
nécessairement  pair  ou  impair,  suivant  que  le  nombre  total 
racines,  c'est-à-dire  le  degré  m  de  l'équation,  sera  lui-même  pair 
ou  impair. 

-.  On  pourra  donc  toujours  juger  de  la  nature  des  racines  d'une 
quation  quelconque  de  degré  m,  Fx  =  o  par  celles  de  l'équation 
lérivée  F'x  =  o,  qui  est  toujours  d'un  degré  moindre  d'une  ui 
Car  ayant  les  racines  réelles  a,,  /S,,  y,,  etc.  u,  de  celles-ci.  qu'où 
suppose  rangées  par  ordre  de  grandeur  ,  il  n'y  aura  qu  à  les  substituer 
successivement,  au  lieu  de  x,  dans  l'équation  proposée;  on  en  con- 
clura, i°.  qu'elle  aura  ou  n'aura  pas  une  racine  plus  grande  que  «,, 
selon  que  Fa,  sera   <  ou  >  o. 

Qu'elle  aura  ou  n'a.ua  pas  une  racine  comprise  entre  a,   el 
selon  que  F/3,  sera  de  signe  différent  ou  de  même  signe  que  F*,. 
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Qu'elle  aura  ou  n'aura  pas  une  racine  comprise  entre  /S,  et^,, 
selon  que  F")  ,  sera  de  signe  différent  ou  de  même  signe  que  F/3,,  et 
ainsi   de  suite. 

Et  qu'enfin  elle  aura  ou  n'aura  pas  une  racine  plus  petite  que  u,, 
selon  queFu,  sera  positif  ou  négatif  dans  le  cas  de  m  impair,  et  né- 
gatif ou  positif  dans  le  cas  de  m  pair. 

Ainsi  l'on  connaîtra  par  ces  règles,  aon-seulement  le  nombre  des 
racines  réelles  <lc  la  proposée,  niais  encore  leurs  limites;  et  si  l'on 
veut  compléter  ces  limites  à  l'égard  des  racines  plus  grandes  que  «,, 
ou  plus  petite  que  v,  ,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher  encore,  par  les 
méthodes  du  chap.  I\  (n°  r»\  les  limites  des  racines  positives  et  des 
racines  négatives  de  l'équation  proposée. 

Nous  remarquerons  ici,  à  l'occasion  des  règles  données  dans  cet 
endroit,  d'après  Newton  et  Maclaurin  ,  pour  trouver  ces  limites,  que 
Molle  les  connaissait  déjà,  comme  on  le  voit,  parles  chapitres  \  et  \  i 
du  second  livre  de  son    Ugèbre. 

8.  Nous  avons  suppose  jusqu'ici  que  l'équation  proposée  pouvait 
avoir  des  racines  imaginaires  mêlées  avec  les  réelles;  examinons  pré- 
sentement ce  qui  doit  résulter  de  la  supposition  que  toutes  ses  racines 
soient  réelles. 

Il  est  d'abord  évident  que  l'équation  F.r  =  o  du  degré  m.  aura 
m  racines  réelle-,  et  que  l'équation  dérivée  F'x=o  du  degré  m  —  1 
aura  aussi  nécessairement  m  —  1  racines  réelles  ,  puisque,  entre  deux 
racines  réelles  consécutives  de  l'équation  Foc=o,  il  tombe  toujours 
une  racine  réelle  de  l'équation  F'.r=o.  Par  la  même  raison,  la  se- 
conde équation  dérivée  F''.r  =  o  aura  aussi  nécessairement  toutes  ses 
racines  réelles,  et   ainsi  de  suite. 

Ainsi  la  première  condition  pour  qu'une  équation  ait  toutes  ses 
racines  réelles,  est  que  ses  équations  dérivées  aient  aussi  toutes  leurs 
racines  réelles;  mais  celles-ci  pourraient  avoir  toutes  leurs  racines 
1     Iles,  sans  que  l'équation  primitive  en  eût  aucune. 

Supposons  doue  que  les  m  —  1  racines  a,,  /3,,  yt,  etc.  de 
I  équation  I '.r  =  o  soient  toutes  réelles,  et  voyons  quelles  sont 
les  conditions  nécessaires  pour  que  les  m  racines  a,  fi,  y,  etc 
de   l'équation    Fx  =  o  soient    aussi    nécessairement    réelles.    Puisque 
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nous  avons  démontré  ,  en  général ,  que  les  racines  réelles  de  l' équa- 
tion Fx  =  o  ne  peuvent  tomber  plus  d'une  à  la  fois  dans  chaque 
intervalle  entre  deux  racines  consécutives  de  l'équation  F'x  =  o , 
et  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  aussi  qu'une  plus  grande  et  une  plus 
petite  que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  de  cette  équation;  il 
est  encore  évident  que,  lorsque  ses  racines  sont  toutes  réelles, 
et  au  nombre  de  m,  elles  doivent  nécessairement  être  telles  que  a. 
soit  plus  grande  que  a,  ,  que  /3  tombe  entre  a,  et  /3,,  que  y  tombe 
entre  B,  et  yx ,  et  ainsi  de  suite.  Au  contraire,  si  elles  n'étaient 
pas  l ouïes  réelles,  comme  le  nombre  des  réelles  ne  pourrait  alors 
surpasser  m — 2,  et  serait,  par  conséquent,  moindre  que  celui  des 
racines  a,,  /S,,  yx ,  etc.,  il  est  visible  que  la  même  disposition  ne  pour- 
rait plus  avoir  lieu,  et  qu'il  y  aurait  nécessairement  quelque  inter- 
valle entre  ces  dernières  racines,  clans  lequel  il  ne  tomberait  aui  uni 
de  relies  (le  L'équation  Fx  r=  o ,  ou  au  moins  qu'aucune  de  celles-ci 
ne  serait  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  racines  a,,   /3,,  y,,  etc. 

Donc,  par  ce  qui  a  été   démontré  ci-dessus,  si  l'on  substitue    suc- 
cessivement, au  lieu  de  x,  dans  Fx,  toutes  les  racines  a, ,  /S, ,  y, ,  etc.. 
in  aura   nécessairement,  dans  le  premier  cas, 


Fa,  <o,     F/3,  >  o,     F^,  <  o,     etc. 


ei  .  dans  le  second  cas,  il  y  aura  une  ou  plusieurs  de  ces  conditions 
qui  n'auront  pas  lieu. 

D'un  autre  côté,  en  substituant  successivement   les  mêmes   racii 
a„  /S,,  y,,  etc.  dans  la  seconde  fonction  dérivée  F"x  )  on  aura  tou- 
jours, comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

F"*,>o,     F"jS,<o,     F"y,  >  o,     etc. 

Donc,  en  combinant  ces  conditions  avec  les  précédentes,  on  en 
conclura  que  lorsque  le^  racines  de  l'équation  donnée  F.r:=o 
sont  toutes  réelles  ,  les  quantités  Fa,  x  F"a,  ,  F/3,  x  F"/3,  , 
Fy,  x  F"y, ,  etc.  seront  toutes  négatives,  et  qu'au  contraire  il 
.    en  aura    nécessairement  de  positives  si    l'équation    donnée   .,    de« 
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On  aurait  le  même   résultat   si   l'on  considérait    les  quotiens   ~  , 
v~,  etc. ,  et  on  général  des  fonctions  de  la  forme    M  (Fa,)"  (F''a,)', 

M    I  3,)K(F"/31)' etc.,  M  étant  un  coefficient  positif  ou  une  fon< 
quelconque  essentiellement  positive,  et  /M,   v  des  nombres  entiers  im- 
paii  s  positifs  ou  négatifs. 

Or,  si  l'on  fait  Fx  X  F"x=y,  ou  en  général  MÇFxf  x  (  F"*)"  ==/, 
el  qu'on  élimine  ensuite  a:   au  moyen  de   l'équation  F'.r  =  o,  donl 
les  racines  sont   a,,    /S,,  -,,   etc.,  on   aura  une  équation   en  7  du 
même  degré  que  cette  équation,  el   donl  les  racines  seront    les    va- 
leurs   dey,   qui   résulteraient   de    la   substitution  su  ,  ra- 
cines  a,,  /S,,  y,,  etc.   à  la  place  de  x.  Donc,    si  ces  valeurs  sont 
toutes  négatives,  l'équation  en  y    n'aura  que   des  racines  négatives, 
el   par  conséquent   Ions  ses    termes  auront  le   signe  plus.  Et  récipro 
quement,  si    tous  les  termes   de  cette  équation    ont    le  .-.igné    p! 
elle  n'aura    que   des  racines   négatives,   et    les    valeurs    de 
toutes  négati\  1  - 

n.  On   peut  conclure  de   là   que    les    caractères  de    la    réalité   des 
racines  «le  l'équation  F.r  =  o,  sont  que  l'équation   dérivée    F'x  =  o 
ait  toute-   ses  racines  réelles,  et    que   l'équation  en    y  résultant 
l'élimination    de   x,    au    moyen  de    cette    dernière    équation    et   de 

.     l'équation  Fx  xT'x  =  r,  ou  M  (Fx)'"  (Y",r  )'  —j-,  ai  •■,.„, 

-  tifs 

En  appliquant  les  mêmes  raisonnemens  à  l'équation  dérivée  FVr— o. 

■n  en  conclura  aussi  que  les  caractères  de   la  réalité   de  ses  racines. 

sonl    que  la  seconde  équation  dérivée   F'jc  =  o  ail   toutes  -es  racines 

réelle-,  et  que   l'équation   en  y  résultante  de  l'élimination  de  x,  par  le 

en  de  celle-ci  et  de  l'équation  F'x  xF'"x=y,  ait  tous 
positifs,  el  ainsi  de  suite. 

Donc  entin,  pour  avoir  tous   les  caractères  de  la  réalité  des  racines 
le  l'équation  F.r  =  <>,  on  fera,  i°.  y  =  Fx  X  F"x ,  et  Ton  élimine, 
ra  x,  au  moyen  de  l'équation  Vx  =0;  on   aura   la   première  équa 
tion   en  y. 

On  fera  y=Vx  x  F"'  ,    el    on    éliminera  a:,   au   moyen  de 
l'équation   F".r  =  o;  on  aura  la    seconde  équation  en/. 
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3°.  On  fera  y  =^  F'x  x  T"x ,  et  on  éliminera  x  ,  au  moyen  de 
l'équation  F'",r  =  o;  on  aura  la  troisième  équation  en  y  et  ainsi 
de  suite. 

Ces  équations  en  y  seront  au  nombre  de  m —  i  ,  si  l'équation 
primitive  Txz=zo  est  du  degré  m,  parce  que  la  mUn"  fonction  dé- 
rivée de  Fjt  sera  constante,  et  ne  contiendra  plus  x. 

10.  Cela  posé,  les  caractères  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
Fa;  =  o ,  se  réduiront  à  ce  que  tous  les  termes  de  ces  différentes  équa- 
tions en  y  soient  positifs ,  c'est-à-dire  du  même  signe  que  le  premier 
dans  chaque  équation. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  Yx  =  o  étant  du  degré  m, 
les  fonctions  dérivées  F'x ,  T"x,  etc.  seront  successivement  des  de- 
grés  m — i,  m  —  2,  etc.,  et  que  les  équations  en  y  seront  aussi  de 
ces  mêmes  degrés;  elles  fourniront,  par  conséquent,  chacune  autant 
de  conditions;  <!e  sorte  que  le  nombre  total  des  conditions   sera 

m — i-f-zw — 2+JM — 3-f-etc.  ,    ou     i-$-2-{-3-\-elc.-\-m — 1  =  m<m~lJ> . 

Nous  avons  déjà  vu,  chap.  Y  (n°  28),  qu'on  peut  déduire  les  carac- 
tères de  la  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation  de  son  équation 
des  différences }  laquelle  doit  avoir  pour  cela  tous  ses  termes  al- 
ternativement positifs  et  négatifs  ;  ce  qui  donne  autant  de  condi- 
tions  qu'il  y   a  d'unités   dans   le    degré  de   cette    équation;    de  sorte 

1        1         -      î        15  ■                                    >         m(m —  1)  . 

que  ?»  étant  Je  degré  de  1  équation  proposée,  —s sera  le  nom- 
bre des  conditions  nécessaires  pour  la  réalité  de  toutes  les  racines. 
Ainsi  les  deux  méthodes  donnent  le  même  nombre  de  conditions  ; 
ce  qui  est  d'autant  plus  remarquable,  que,  dans  les  équations  du 
troisième  et.  du  quatrième  degré,  les  conditions  de  la  réalité  des  ra- 
eines sonl  réductibles  à  un  moindre  nombre,  comme  on  l'a  vu  dans 
le   chapitre  cité  (art.  1 1 1). 

M. us  la  méthode  précédente  a  cet  avantage,  que  les  conditions 
Lrouvées  pour  la  réalité  des  racines  des  équations  d'un  degré  quel- 
conque  ,  peinent  servir  pour  tous  les  degrés  plus  élevés;  ce  qui  n'a 
pas  lieu  à  l'égard  de  celles  qui  résultent  des  équations  des  différences. 
Ainsi  ou  pourrait  facilement  construire  des  tables  qui  contiendraient 
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successivement  les  caractères  de  la  réalité  de  toutes  les   racines  ,   en 
commençant  par  l'équation  du  second  degré,  et   remontant  suci 
vement  aux  équations  plus  élevées. 

1  i .  Pour  donner  un  essai  de  ces  tables  ,  nous  commencerons  pui 
la  fonction  la  plus  simple  de  x,  qui  est  x°  ou  i  ,  que  nous  dé- 
signerons par  X,  et  nous  remonterons  successivement  aux  fonctions 
primitives,  que  nous  désignerons  par  X,,  X/y,  Xw;,  etc.,  en  sorte 
que  X  sera  la  fonction  dérivée  de  X,,  X,  la  fonction  dérivée  de  \  . 
et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  ainsi ,  en  multipliant  ces  fonctions 
par  les  nombres  2,  3,  4?  etc.,  pour  éviter  les  fractions,  et  ajouta  ni 
successivement  les  constantes   A,  B,   C,  etc.  , 

X     =   1, 

Xi    =  x   -f-  A, 
2X„    =  x1  -f-  2\x    -f-  B , 
2.3X,,,  =  x*  +  3A.ra  +  3B.r    -f-  C  , 
2.3.4X,,  =  x*  4.  4Ax3  -f-  6Bx*  +  4Cr  -f-  D, 
etc. 

Maintenant ,  pour  l'équation  du  second    degré  , 

x*  -\-  ïkx  +  B  ==  o  , 

an  fera  y  =  îXX^JC'  +  aAx  -+-  B  ,    et  l'on   éliminera   x  ,    au 
moyen  de  l'équation  X'  =  o ,  ou  x-+-  A  =  o  ,  on  aura  l'équation  en  y 

y  H-  A*  —  B  =  o. 

Donc    A* — B  >  o    sera    la   condition  de    la    réalité    des   racines    de 
l'équation  proposée. 

Pour  l'équation  du  troisième  degré, 

x3  -f-  3Ax'  +  3B.r  +  C  =  o  , 


on    aura    d'abord   la    condition    précédente  ;   ensuite    on   fera . 
7=  2.3X;X//;;   savoir, 

y  —  (x  +  A)  (x3  +  3A.r*  +  3Bx  -f-  C  ) 
=  x*  -f-  4AX3  -f-  3(A'  +  B)x»  +  (3AB  -f-  C)x  -f-  AC  , 
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et  l'on  éliminera  X ,  au  moyen  de  l'équation  X/;  =  o  .     ou 

x*  -f-  îAx  4  B  =  o  ;  on  trouvera  cette  équation  du  second  degré  . 

y*  4  2(A«  —  b)y  4  «'B  —  2rtZ>A  4  b'  =  o  . 

en  faisant  pour  abréger, 

a  =  2A3  —  3AB  4  C , 
b  =  A*B  —  2B1    -f-  AC  ; 

ainsi  on    aura,   de  plus,  ces  deux  conditions, 

\a  —  b  >  o ,        aaB  —  2û£A  -|-  £a  >  O. 

Pour  l'équation  du  quatrième  degré, 

a*  4  /|A.r3  +  6B.r*  +  tflx  4  D  =  o, 

ra  d'abord  les  trois   conditions  précédentes  ;   ensuite  on  fera 

y  =  (x*  +  2A*  4-  B)  (jc*  4  4A*3  +  GBx1  -f  4Cjc  4  D) , 

et  éliminant  x ,  au  moyen  de  l'équation    X;//  =  o ,    ou 

x3  -     3Ax*  4  3Ba:  4  C  =  o  ,   on  aura  une  équation  en  ^'  du  troi- 
degré,  qui,  étant  représentée  par  y3  -\-My*  +  ^-f  P  =  o, 
donnera,  de  plus,   les  trois  conditions 

M>o,        N>o,        P>o, 

el  ainsi  de  suite. 

12.  Au  veste,    nous   ne   devons   pas  oublier  une  très  belle  cou- 
uuence   que    De    Gua    a    tirée    de    sa    théorie;    voici    en    quoi   elle 
consiste. 

dans  l'équation  Kr  =  o,  l'on  substitue  «4  -  ;|  la  place 
de  x,  on  a,  par  la  formule  du  développement  des  fonctions,  la 
transformée 

-  z  H z*  -f-   —52    4  etc.  4  z"  =  0, 

1  ?.  2.3  '  ■ 

donl    on    peut    faire    disparaître   un     terme    quelconque,    contenant, 
par    exemple  ,   la    puissance  z",  en    déterminant  a  de   manière   que 
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Ion    ait    Pu  =  o.    Or  .    nous    venons    do    voir    que     si    toutes    les 
racines   de  l'équation   Rr  =  o,  sont   toutes   réelles,  les   valeurs  de 
Fn— 'x  et  F""*"'ar  sont  nécessairement  de  signes  contraires  pour  tontes 
les  valeurs  de  x  qui  résultera    de   l'équation    F".r  =  o;  donc  aussi 
les   valeurs  de   T"~'a  et  de    Fa+'a    seront   de   signes  contraires  pour 
toutes  les  valeurs    de  u  résultantes    de   l'équation  Fv  =  o.  D'où   il 
suit  que    si    l'on    fait    évanouir  un   ternie   quelconque    de    la    trans- 
formée   en    z,   les  doux    termes  voisins    auront    nécessairement    des 
signes   différens,    si    la    proposée   a    toutes    ses   racines     réelles 
conséquent ,  elle  aura   dos   racines  imaginaires,  si  les   termes  voisins 
de    celui  qui   disparait  ont    le    mémo    signe,    el   de   là  on  peu!    i 
clure  aussi  que    toute  équation  à  laquelle  ii   manque   dos  tenu. 
nécessairement  des  racines  imaginaires,   si  les  termes  voisins  de  ceux 
qui   manquent,  sont  de  mémo  signe. 

i3.  Lorsque   toutes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles,    on 
trouver  leurs   limites   sans    le  secours   d'aucune    autre   équation  . 
le  moyen  de  la  seule  règle  de  Descartes,  dont  nous  avons  parlé  plus 
haut    (n°  5).   Car  si  l'on  diminue,    par  exemple,    toutes    lo>    rai 
d'une  équation  en    X    de  la   quantité  a.  en    y   substituant  ;  -f-  </   à 
la  place  de  x,    la    transformée  en    z  ou   en  x  —  a    aura   autan)    di 
variations   de   signes  de   moins  qu'il    y   aura    de   racines  positive 
l'équation   en  x   qui  seront  devenues   négatives   dans    l'équation   en 
x  —  a]   et    par   conséquent,    parmi    les    racines    positives  de  l'équa- 
tion en   x ,  il   y    en  aura  autant    qui  seront    moindres  que  a.   Donc. 
si  l'on  forme    successivement  les  transformées       i    x — i  ,    x — 2, 
<  — 3,   etc.,    chaque  variation  de  signe  qui   disparaîtra  d'une  I 
formée  à  l'autre,   par    exemple,   de  la    transformée  en    x — 11  à    la 
transformée  en  x — n — 1,   indiquera    une    racine   positive   moindre 
que  ra-f-'-.   mais  non   moindre   que  ra,  et  par  conséquent  contenue 
entre  les  limites  n  el  ra-f-i.  On  pourra  trouver  ainsi  successivement  les 
premières  limites  des  racines    positives,  et    l'on    aura  de  mémo  celles 
des  racines  négatives,  par  la  considération  dos  permanences  dans   les 
transformées  en  n-\-  1,   «-f-2,  etc. 

14.  J'ignore  si  celte  remarque  avait  élé  faite  avant  le  Mémoin 
que  M.  Budan  présenta  à  l'Institut  en  i8o3  ,  et  qu'il  vient  de 
publier  avec  des  augmentations,  sous  le  litre  de  Nouvelle  Mêlhodt 
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pour  la  Résolution  des  Equations  numériques.  L'auteur  y  donne 
uu  moyen  simple  et  élégant  de  former  les  coefficiens  des  trans- 
formées en  x  —  i  ,  x  —  2  ,  etc.  ;  et  appliquant  la  règle  de 
Descartes  à  ces  transformées  ,  ainsi  qu'à  d'autres  déduites  de  celles- 
là  ,  il  trouve  les  limites  de  toutes  les  racines  et  leurs  valeurs  aussi 
approchées  qu'on  veut.  On  peut  dire  que  cet  Ouvrage  ne  laisse  rien 
à  désirer  sur  la  resolution  des  équations  numériques  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles,  et  il  pourrait,  à  cet  égard,  servir  de  supplément 
au  présent  Traité. 

Au  reste,  si  l'équation  avait  des  racines  imaginaires,  il  pourrait 
disparaître  des  variations  de  signe  d'une  transformée  à  l'autre,  sans 
qu'aucune  des  racines  réelles  positives  devînt  négative,  comme  on  peut 

s'en  convaincre  aisément  par  des  exemples  ;  ainsi  l'équation 

xz  —  zx%  -f-  6x  —  1 1  =  o  a    pour   transformée    en  x  —  i  ,    

(x — i)3-h{x — i)*-r-5(\r — i)  —  6  =  0,  où  l'on  voit  que  deux 
variations  de  signe  ont  disparu  ;  cependant  elle  n'a  pas  de  racines 
entre  o  et    1. 

Mais  si  le  nombre  des  variations  de  signes  qui  disparaissent  d'une 
transformée  à  la  suivante,  était  impair,  on  en  pourrait  toujours  con- 
clure l'existence  d'une  racine  réelle  positive;  car  cela  ne  peut  arriver, 
i  moins  que  le  dernier  terme  ne  change  de  signe.  Or,  il  est  visible 
que  les  derniers  ternies  des  transformées  en  x  —  n,  x  —  n  —  1  ,  ne 
sont  autre  chose  que  les  résulta  ts  des  substitutions  de  n  et  de  n  -f-  1 
a  la  place  de  x  dans  la  proposée ,  parce  que  ces  transformées  se  ré- 
duisent à  leur  dernier  terme,  en  y  faisant  x=  n=^  n -\- 1  •  ainsi  il 
doit  nécessairement  y  avoir  une  racine  réelle  entre  n  et  ra-f-i, 
(chap.  Ier,  n°  1).  La  transformée  en  x — 2  de  l'équation  ci-dessus  est 
[x—  fif  -\-  \{x—-  2)*+  10  {x  —  2)  +  1  =0,  qui  a  une  variation  de 
moins  que  la  précédente:  aussi  y  a-t-il  une  racine  de  la  proposée 
-litre    1    et   2. 
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Sur  la  forme  des  racines  imaginaires 

7.  -Lorsqu'on  eut  trouvé  les  formules  générales  des  racines  des 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré .  on  remarqua  que 
les  racines  imaginaires  de  ces  équations  se  réduisent  ,  comme  celles 
«les  équations  du  second  degré,  à  la  forme  p -{-</[/ — i,  p  et  a 
étant  de»  quantités  réelles  ;  et  l'on  fut  porté  à  conclure  que  les  ra- 
cines imaginaires  de  toutes  les  équations  étaient  toujours  réductibles 
à  la  même  forme.  Cependant  on  ne  pouvait  pas  adopter  celle  pro- 
position générale  sans  démonstration  ;  et  ce  n'est  qu'après  plusieurs 
tentatives  qu'on  esl  parvenu  à  s'en  convaincre  par  des  [neuve-  ri- 
goureuses. Comme  ce  point  de  la  théorie  des  équations  est  un  de  ceux 
dont  les  géomètres  se  sont  le  plus  occupés  dans  ce  siècle,  j'ai  cru 
qu'on  ne  serait  pas  fâché  de  trouver  ici  un  exposé  succinct  des  diffé- 
rentes recherches  qu'il  a  occasionnées. 

2.  D ' Alembert  est  le  premier  qui  ait  envisagé  celte  question  d'une 
manière  générale,  dans  sa  Pièce  sur  les  Vents,  et  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berlin  ,  pour  l'année   in  ,j6. 

Il  démontre  d'abord  qu'une  quantité  algébrique  quelconque,  com- 
posée de  tant  d'imaginaires  qu'on  voudra,  de  la  forme  a-\-b\/ —  i  , 
peut  toujours  se  réduire  à  la  même  forme.  Cela  se  voit  facilemenl 
pour  les  quantités  formées  par  multiplication  ,  division,  et  élévation 
aux  puissances  entières  :  on  pourrait  le  démontrer  en  général  pour 
les  quantités  de  la  forme  (a-\-b\/~  i)'»+V-«)  par  ]e  développement 
ordinaire  du  binôme  ;  mais  pour  avoir  des  expressions  finies  ,  et  Alembert 
emploie  d'une  manière  ingénieuse,  la  différentiation  et  l'intégration  . 
en    faisant  varier  les  quantités  a,  b,  p  et  q  dans  l'équation 

(a -f.  $/__,)-+*<—  =  p  +  qy—j. 
Cependant   il    faut  avouer  que  l'emploi   du    calcul   différentiel  es. 
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peu  naturel  dans  uue  questiou  comme  celle-ci ,  où  la  considération 
des  infiniment  petits  ou  des  fluxions,  est  tout-à-fait  étrangère,  puis- 
qu  il  ne  s'agit  ([ue  d'une  simple  transformation  algébrique.  Mais  les 
fonctions  dérivées  se  présentent,  au  contraire,  très  naturellement, 
et  offrent  même  ici  un  des  exemples  les  plus  propres  à  montrer  l'usage 
de   leur  algorithme   dans  l'Algèbre. 

3.   En  effet ,  si  l'on   considère  l'équation   identique , 

(x  -\-y\/—  i)""^—  —  p  +  q\/—  i  , 

I  ant  y   comme   iiiw  fonction  donnée  de  x,   et  p,    <y  comme 
,  inconnues  île   x    qu'il   s'agit   de  déterminer,    les   fonc- 
tions dérivées  des  deux,  membres  formeront  encore  une  équation  iden- 
ura  ainsi 

équation  par  l'équation  primitive,  on  aura 

(m  +  n\/—  l)('+„vV—  Q   _    p'  +  q'V—1 

x+yV—1  p+qV—*  ' 

équation    qui  sera,     par   conséquent,  encore  identique. 

Qu'on   multiplie     le    liant    et   le   bas    de    la    fraction    du    premiei 

par  ,x  —  y  \/ — i  ,    et    le   haut    et    le  bas  de    la  fraction  du 

second    membre,   par   />  — qy/ — i    pour   faire   disparaître  le  radica, 

\/ —  l  du  dénominateur  ,  et   qu'ensuite    on  compare  la  partie  réelle 

du  premier  membre   avec  la    partie  réelle  du   second  ,  et  l'imaginaire 

laginaire ,   on  aura  ces  deux  équations 

m(x-\-yy)  —  n(xy   — ,)  )    _   pp'  +  </</' 

n(x  +yy)  +  mixy'  —y)  /"/  —  'iv 

x>  +f  p'  ■+■  g*  ' 

■  prenne  maintenant  les  fonctions  primitives,  on  aura ,  en  dési- 
gnant par  /  les  logarithmes  hyperboliques,  et  par  A.  tan  g  l'angle  de 
la   tangente  . 
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m  L  \Z(x*  -hj •)  —  «A  tai.gi  =  /.  \/{P'-  +  <]>)  +  R . 


A 


n  L  \/(x*  a\-yi)  -\-mA  tang  -  =  A  tang  -  +  11, 

x  p 

K  et  H  étant  deux  constantes  arbitraires  qu'il  s'agit  de  déterminer 
conformément  à  l'équation  primitive  donnée.  Or,  en  faisan I  dans 
cette  équation  y  =  o  et  x  =  i  ,  on  a  cj  =  0  et  p  =  1  ;  et  ces  sup- 
positions étant  introduites  dans  les  équations  précédentes,  donnent 
K  =  o  et   H  =  o. 

Si   donc  on  fait,  pour  plus  de  simplicité,    1        wcosz,  y  =  «sii] 
ce   qui  donne 

«=v/(>5+jr),        tangz=^, 
et  ensuite 


on    aura 


p   =:  /•  cos  S,        q   =  r  SUIS  . 

s  =   nlu  +  mz, 
et  repassant  des  logarithmes    aux   nombres 


.m^, — ne 


e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 

Ainsi  r  et  s,  et  par  conséquent  p  et  q,  seront  des  fonctions  réelles. 
en  supposant  x,y,  m,  n  des  quantités  réelles. 

j.  (  )n  peut,  par  ces  formules,  réduire  à  une  forme  réelle  l'expression 
des  racines  des  équations  du  troisième  degré,  dans  le  cas  irréductible 
Car  l'expression  générale  de  x  dans  l'équation 

x3  —  31VLr  —  2>*  =  0  . 

étant ,   comme  1  on   sait  , 

/[N-r-V^IN'  —  M3)]  +  V  [N  -  /(N*  —  M3)] , 

22 
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laquelle ,  dans  le  cas  irréductible  où  Ms  >  Na,  devient 

V  [N  +  l/(M3  —  IV)i/— i]  -f-  V\jS  —  V/  (M3  -  -V)  V—  i] , 
m   l'on  fait  dans  les  formules  préce'dentes 


*=*N,     r=/(Ms— N*),      m 


31 


o. 


on   aura  w=  V^S   tang  zz=v  v  ' ,   et  de  làr  =  îz3=v/M. 

s  =s  ^  ;  donc  on  aura 

l^[N=t=  v/(M3  —  N») .  v/—  i]  —  i/M  ( cos  j  =fc  sin  |  /—  '  )  • 

et  la  somme  des  deux  radicaux  sera  21/M.cos^. 

-    1                                      1/(M3— Ka)      ,  .  . 

Or,    comme  a  la  même  tangente  - repondent  les  angles 

z,  z  +  2A,  2  +  4^5  A  étant  l'angle    droit,  l'expression  2 y/M. cos  ^ 
aura  ces  trois  valeurs  différentes, 

2V/M.COS^,         2V/M.C0S  Q  +  yY  2  \/M .  COS  f~  +  ~Çj  , 

qui  seront  les  trois  racines  de  l'équation  proposée,  et  qu'on  trouvera 
;un>i  facilement  par  les  tables  trigonométriques. 

">.  Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que,  lorsqu'il  ne  s'agit  que 
de  radicaux  pairs,  on  peut  faire  la  rédaction  dont  il  s'agit  par  les 
simples  opérations  de  l'Algèbre  ordihaire.  En  effet  ,  soit  la  quantité 
y  (« -f-  b\/ — i)  à  réduire;  je  considère  la  quantité 

{/(a  +  b  y/ —  i  )  -f-  \/(a  —  b  y/' —  i  )  =  u  ; 

j'aurai      en  élevant  au  carré  , 

2a  +  2  /(a*  +  £')  =  «», 

quantité  toujours  nécessairement  positive  en  prenant  le  radical  posi- 
tivemenl  ;   donc  u  sera  une  quantité  réelle. 
.!'•  considère  ensuite  la  quantité 
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je  trouve  de   même ,  en  carrant , 

quantité    essentiellement     négative  ;   ainsi   on     aura     t*  =  —  \  \ 
t  =  A  y/ —  i  ,  V  étant  une  quantité  réelle  :  tic  là  ,   on  aura 

Considérons  de  même  la  quantité 

l/(„ +£!/_,)  +   ^{a  —  hs/-  ,)  =  ,: 
on   aura,  en   carrant, 

v/(a+£v/_,)+2V/(w»  +  £.)+  j/^  — V— 0 

=  s*  =  u  +  2  v/(«a  +  b') , 

quantité  essentiellement  positive,  en  prenant  le  radical  positivement  : 
donc  5  sera  une  quantité  réelle. 

Considérons  ensuite  la  quantité 

J(a-{-b\/—  i)  —   »/(a  —  V—  0  =  H 
"ii  aura  de  la  même   manière 

v/(a  -f-  W—  0  —  ?V(«*  ■+-  h1)  +    [/(a  —  b  y/—  i  ) 
=  r»  =  ?*  —  2  v/(«a  -f-  èa)  , 
quantité    essentiellement    négative;     car    u*  =  2a-f-2V/(«J  -f-  ^a  ) 

4 

<  4  l/(fl*  +  ^')  ?  et  par  conséquent    u  <  a  v/(fl'  -f-  b*).    Donc,  fai- 
sant r1  =  —  S*,  on  aura  r=S\/ — i,  S  étant  une  quantité  réélit 
donc 

&{adkb{/-i)  =  -Ks±Sv/-i), 
et  ainsi  de  suite. 

6.  Ces   réductions  supposées,    d'Alembert    considère    une    courbe 
quelconque  ,    dont    l'ordonnée    y    soit    nulle    ou    infinie  ,    lorsque 

22.  . 
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l'abscisse  x  est  nulle  ;  et  il  observe  que ,  quelle  que  puisse  être 
l'équation  de  la  courbe,  on  peut  toujours,  lorsque  x  est  très 
petite,  avoir  la  valeur  de  y  en  x,  au  moyen  du  parallélogramme 
de  ISewlon  ,  exprimée  par  une   série    très   convergente  de  la  forme 

m  r  !_ 

y  ■==.  ax"  -f-  bx'  +  ex"  -f-  etc.,    dans   laquelle    les     exposans    de   x 

sonl  imaginés   aller  eu   augmentant,  et   dont  on  peut  toujours  sup- 

que   tous    les   termes   sont   réels,    en    faisant    x   positive:    car 

ou  peut    faire   répondre   les  x  positives  à  la  branche   où  les  y  sont 

■ut  .x  négative,  les  termes  où  x  se  trouve  élevée  à  des 
puissances  fractionnaires  dont  le  dénominateur  est  un  nombre  pair. 
deviennent  imaginaires:  et  par  le  théorème  précédent,  ils  seront  tou- 
jours réductibles  à  la  forme  p -\- q\/ — i,  p  et  q  étant  des  quan- 
tités réelles.  Doue  toute  la  série,  et  par  conséquent  la  valeur  de_^, 
lorsqu'elle  devient  imaginaire  ,  sera  aus-i  de  la  même  forme  tant  que 
x  sera  très  petite. 

Maintenant ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y  pour  une  de  x  quel- 
ue,  on  peut  toujours  supposer  y  =  p  -\-  q\/ —  i,  p  et  q  étant 
[uantités  indéterminées  :  cl  comme  cette  valeur  est  réellement 
double,  à  raison  du  radical  \/ —  i  ,  les  quantités  j>  et  <y  seront 
exprimées  par  deux  équations  qu'on  aura  en  substituant  p-\-q\/ — i, 
au  lieu  dey,  dans  l'équation  de  la  courbe,  et  égalant  séparé- 
ment à  zéro  la  partie  toute  réelle  de  la  transformée,  et  la  partie 
multipliée    par    y/ —  i  ;    ces    équations    contiendront     le>   quan 

q  mêlées    ensemble:   mais   on    pourra,   par  les    méthodes 
nues,    les    changer  en   deux   autres,    dont  Tune   ne   renferme   que  p 
,   et    l'autre  q  et  x. 

Or,  si  y  n'est  pas  toujours  de  la  même  forme  p  -f-  q  y —  i.  // 
et  q  étant  des  quantités  réelles  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  soit  a 
la  plus  grande  valeur  de  x  ,  pour  laquelle  r  sera  de  cette  forme, 
cl  soil  p  =  b .  (j  ■=.  c  lorsque  x=a.  Supposons  X  =  a  -f-  i .  et 
/'  =  <'> -(-/',  q  =  c  -f-  s  :  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux 
équations  en  p  et  q,  on  aura  deux  équations,  Tune  en  /•  et  t, 
e!  1  autre  en  s  et/,  dans  laquelle  i  =  o  donnera  /•  =  o  et  .v  =  o  . 
et  qui,  par  la  démonstration  précédente,  donneront  r  et  s  de  la 
forme  p-\-q\/ — i  .   lorsque  i  sera  très  petite,  si   r  et  *  deviennent 
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imaginaires.   On  aura  donc  alors  /-  =  a-f-/3v/ — i,   5=^H-«T^  —  ,. 

a5  /3 >  >j  ^  étant  des  quantités  réelles;  donc  />  = /> -f- a -i_  * ^/ , 

(j=.c-\-y-)rS\/ — r,  et  par  conséquent, y=è-\-ai. — £-\-(@^.c-\-y)\/ — i  ; 
c'est-à-dire    île    la    même    forme  p-hç\/ — i.     Doue    a    n'est    pas, 
comme  on  l'a  supposé,  la  plus  grande  valeur  de   x   qui  donn 
cette   forme;    donc  la  valeur  de  y ,  lorsqu'elle    est  imaginaire 
toujours  de  cette  même  forme,  quelle  que  soit  la   valeur   d 
Cette  conclusion  générale  s'applique  naturellement  aux 
d'un  degré  quelconque,  à   une  seule  inconnue;  car  nommant  y 
connue  de  l'équation,   et  supposant   le  dernier  terme  égal 
aura   une  équation  entre  x  et  y,  dans  laquelle  xz=o  donnera  >  =o, 
et    qui   sera   susceptible  de  la  démonstration  précédente.  Donc,  quelle 
que  soit  la  valeur  du  dernier  tenue  x,    celle  de    r,   si 
imaginaire,  sera  de  la  forme  p  +  </\/ —  r. 

L'équation  avant   ainsi  nue  racine  imaginaire  de   cette  formi 
aura  nécessairement  une  autre   de   la  forme  p  —  t/\/' — i.  puisque  l< 
calcul  est  le  même  pour  les  deux  racines,  à  cause  de    l'ambigu] 
radical    1/ — 1  :  elle   aura  donc   les    deux  — p — q\/ — i; 

et    y — p-^-fjV — i,    qui    forme    le    fadeur   double      éel    y* — ipy 
~\~P%~\~Ti    e*    sera>    Par    conséquent,    divisible   par   ce    facteur;   ce 
qui  l'abaissera  à    un    degré   moindre  de  deux  unités 
appliquer  à  cette  nouvelle  équation   les  mêmes    raisonnemens 
mêmes  conclusions  .  et  ainsi    de  suite. 

7.  Cette  démonstration  est  incomplète;  car  quoique  dans  une  équa- 
tion  à   deux    indéterminées    on    puisse    toujours    exprimer  l'uni 
indéterminées  par  une  série  de  puissai  ridantes  de  l'autre  in- 

déterminée, il   peut  arriver   que  les  coefliciens  des  terme-,:, 
dépendent  eux-mêmes  d'équations  qui  n'aient  point  de  racines  réelles 
ce  qui  introduirait  dans  la  série  d'autres   imaginaires   que  celle-,    qui 
viennent    tics    puissances  de    l'indéterminée.    Mais   on   peut,  sur    les 
mêmes  principes,    fonder  une   démonstration  plus   rigoureuse,  et   en 
même  temps  plus  générale  et  plus  simple,  de  la  manière  suivante. 
Soit  l'équation 

xm  +  Ax"-'  -f-  bV—  -f-  etc.  H-  V  ==  0, 
que  nous  représenterons,  pour  plus  de  simplicité,  par/.r-f-\  =0, 
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fx  élaut  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x ,  qui  contient  x 
dans  tous  ses  termes.  ISous  supposerons  que  celle  équation  n'ait  point 
de  racines  réelles,  parce  que  si  elle  en  a,  on  peut  les  éliminer,  en 
divisant  l'équation  par  les  facteurs  simples  réels  qui  résultent  de  ces 
racines. 

Il    est   clair   que  si  l'équation  proposée  n'a   pas   de  racines  réelles 
dans   l'état   où  elle    est,  c'est-à-dire  tant  que  ses   coefliciens  ont  les 
valeurs  données,    elle  peut    en  recevoir  en  changeant  seulement   la 
valeur    du    dernier  terme   V  ;   car    en  prenant   une   quantité   quel- 
conque K,  et  faisant  V  = — /fv,  l'équation  fx  — f&  =  o  aura  la 
racine    réelle  R.    Considérons    donc   une    des  racines  imaginaires    de 
l'équation  fx  +  V  3=  o , laquelle  devienne  réelle  en  faisant  varier  la 
valeur  de  V,  et   supposons  qu'elle  ne    demeure  imaginaire  que  tant 
que  la   valeur  de  V  sera  entre  les  limites  a  et  b ,   a  étant   <  b,    de 
manière  que  x  ait  une  valeur  réelle  a  dans  l'équation  fx  +«  =  0,  et 
une  valeur    réelle   /3  dans  l'équation  fx-{-b=o,  et  que  cette  racine 
suit  imaginaire  dans  l'équation  fx  +«  +  i  =  o ,  et   dans  l'équation 
^j.  _j_/,  _  j  —  o,    i    étant    une  quantité  quelconque  positive,    aussi 
petite  qu'on   voudra.   Soit    a  +  a  la    valeur    imaginaire   de    x  dans 
l'équation  fx  -f-  a  +  i  =  o ,     la  fonction   fx  deviendra  ,  par   la  sub- 
ît" 
stitution   <le   a.~\-u  à   la  place  de  x,  fa  -\- tff'a -h -f '*  +  etc., 

par  la  formule  connue  du  développement  des  fonctions;  mais  puisque 
a  es!  la  racine  de  l'équation  /r  -f-  rt  =  o,  on  a  Jk  +  a=o;  donc , 
a  =  — fa.  ;   ainsi   l'équation  fx  -f-  a  -f-  i  =  o   deviendra 

ufa  4.  £  fa  +  etc.  -f-  i  =0. 

Or,  si  le  coefficient/'*  n'est  pas  nul,  il  est  évident  qu'en  sup- 
posant i  une  quantité  très  petite ,  à  volonté ,  on  pourra  toujours 
avoir  u  par  une  série  très  convergente  et  toute  réelle;    car  on    aura 

d'abord   «  =  —  4^,    ensuite,   en    substituant    celle  première   valeur 

de   u,  on  aura  u  =  —  ^—  %-j,    et  ainsi   de  suite.    Donc  u   sera 
une  quantité  réelle,   contre  l'hypothèse. 

Il    faudra  donc,  pour   que    u   devienne   imaginaire,   que    Ion    ait 


NOTE    IX  i-5 

f'a  =  o;  alors  l'équation  deviendra 

"if"*+ £/'"*  + etc. +  t=o, 

et  la  première  valeur  approchée    de  u  sera    \/ —  j^- ,     laquelle   sera 

réelle  ou  imaginaire,  suivant  que  fa  sera  une  quantité  négative  ou 
positive,  puisque  i  est  supposée  positive. 

Si  le  premier  terme  de  u  est  réel ,  il  est  aisé  de  voir  que  tous  les 
autres  le  seront  aussi-  par  conséquent,  toute  la  valeur  de  u  sera 
réelle.    Si   le   cocllicient  fa  est   positif,  le  premier   terme   de  u  sera 

imaginaire  de  la   forme    y  js-  X  V — l  ■>  et  les  termes  suivans  seront 

réels  ou  imaginaires  de  la  même  forme,   de  sorte  que  toute  la  valeui 
de    u  sera  de  la  l'orme  p  -\-q\/ — i  ,  p  et  q  étant  réelles. 

Mais  si  l'on  avait  en  même  temps  fa  =  o,  alors  l'équatioi, 
devenant 

£>''*+  if- /'•**  +  ^  +  ,  =  0, 

il   est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  u  serait  de    nouveau  réelle,   à 
moins  que  le  terme  qui   contient  11?   ne  disparaisse,   et   que  fa   ne 

•■•r         1  ■,.  4/2-3-4«   \ 

soit  positit;  car  dans  ce  cas   on   aurait  u  =  1/  ■  .  y  —  1  ;     nïaiS 

4 
parle  théorème  démontré  plus  haut  (n°  5) ,   \/ — 1    est  réductible    à 

li  forme  m-\-n\/ — 1,  m  et   n  étant  des  quantités  réelles;  donc,  la 

première  valeur,  approchée  de  w,sera  de  la  forme  p-j-q\/ — 1,  et 

les   Ici  mes  suivans  seront  aussi  de  la  même  forme,  en  sorte  que  toute 

la    valeur  de  u  sera  encore  de  cette  forme,  et  aiiiM  de  Miile. 

8.  11  résulte  de  là  cette  conclusion,  que  lorsqu'une  racine  a  de 
I  équation  fx-\-  a  =  o,  est  dans  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire,  on 
a,  non-seulement  fa.  -f-  a=  0,  mais  encore  fa.  =0  et  fa.^>  0 
et  que  si  fa  =  0  ,  on  aura,  de  plus ,  J  mà  's=s  0  et  f'ra.  >  o  ,  et 
ainsi  de  suite.  Or,  en  faisant  fx  -f- «  =  Yx  ,  on  u  f'x  =  T'x , 
fx  =  Y"x,  etc.  ;  donc,  par  ce  qu'on  a  vu  dans  la  IN'ote  précédente 
(n°  4),  /'«=o  sera  fa  condition  pour  que  la    racine  a  de  l'équation 
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fx  -f-  a  =  o  soit  double  ,  fa,  =  o  sera  la   condition  pour  que  cette 
racine  soit  triple,  etc. 

D'où  il  suit  qu'une  racine  ne  peut  passer  du  réel  à  l'imagi- 
naire, sans  devenir  double  ou  quadruple,  et  en  gênera]  multiple 
d'un  ordre  pair. 

On  [trouvera,  de  la  même  manière,  en  faisant  x  =  /S  +  u  dans 
l'équation  fx-\~b —  «=o,  que  la  valeur  de  u  ne  pourra  devenir 
imaginaire,  à  moins  que  l'on  n'ait/'/3=o  et  f"{&  <o,  et  si/""/3=o, 
il  faudra  ,  de  plus,  que  l'on  aity'"/3=o  ety~"/3  <  o,  et  ainsi  de  suite. 
D'où  Ton  conclura  que  dans  le  passage  de  l'imaginaire  au  réel ,  la  ra- 
cine devient  aussi   double,  ou  quadruple,   ou,  etc. 

Celle  proposition  n'avait  été  démontrée  jusqu'ici  que  par  la  tbéo- 
ih  des  courbes,  ou  comme  une  suite  du  théorème  sur  la  forme  des 
racines  imaginaires. 

().  Maintenant,  puisque  quand  la  valeur  de  V  est  très  près  des 
limites  a  et  b,  une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  /x-f-V=u, 
est  nécessairement  de  la  forme  p-\-q\/ —  1,  si  cette  racine  n'est 
pas  toujours  de  la  même  forme  pour  toutes  les  valeurs  de  V  com- 
prises entre  ces  limites ,  soit  c  la  plus  grande  valeur  de  A  ,  pour 
laquelle  x  sera  de  cette  forme;  de  manière  que,  dans  l'équation 
fx-\-  c  =  o  ,  on  ait  x  =  m  -f-  n  \/ —  1  ,  m  et  ;;  étant  des  quantiti  s 
réelles,  et  soit  m  -f-  n  y/ — 1  -f-  u  la  valeur  de  x,  lorsque  \  sera 
c  -f-  /',  /  étant  une  quantité  positive  et  très  petite  à  volonté.  On  aura 
donc  y  {m  -f-  n\/ — 1)  -f-c=  o,  et  f{in-\-n\/ — i  +  «)-f-(?-r"  /  =0; 
développant  la  valeur  de  u  dans  la  seconde  équation ,  el  retranchant 
la  première  ,  on  aura 


uf{m-\-  n\/ —  1)  -f-  —f'(m  -f-  n\/ —  1)  -f-  etc.  -f-  1  =  o. 
Mais   les    fonctions   dérivées 

/(m  +  B/-i),      f'{m  +  n\/—  1),       etc., 

ne  contenant  que  des  puissances  de  m-\-ny/ — 1,  sont  toutes  ré- 
ductibles à  la  forme  p  -\-q\/ —  1  :  ainsi,  en  prenant  des  quantités 
réelles  M,N,  P,  Q,  etc.,  l'équation  précédente  deviendra 


«(M-f-Nv/—  1)  +  -  (P-MV—  0  +etc.  -H  =  o- 
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Donc,    lu   première  valeur  approchée  de  u  sera 

/  _  /(M  —  N  1/—  1) 

M  +N«/—  '  M*  +  Na  ' 

,1  par  conséquent  de  la  forme  p-\-  q\/ — 1  :  et  l'on  trouvera  que 
tous  les  tenues  suivans  de  La  série,  qu'on  peut  rendre  aussi  con- 
vergente que  l'on  veut,  eu  prenant  i  très  petite  à  volonté,  seront 
aussi  de  la  même  forme;  de  sorte  que  la  série  entière  le  sera  aussi. 
(  )u  aura  doue,  pour  une  valeur  de  i  aussi  petite  qu'on  voudra, 
u  =r-f-  s\/ —  1  ;  donc  la  valeur  de  X  sera  m  -f-  /•  -f-  («  -f-  s)  y/ —  1  , 
et  par  conséquent  encore  de  la  même  forme  p-\-qV —  1  ,  contre 
l'hypothèse.  Donc  il  n'y  a  aucune  valeur  de  V  intermédiaire  entre 
les  limites  a  et  b ,  pour  laquelle  la  racine  x  ne  soit  pas  de  celte 
même  forme. 

Si  la  fonction  J' (m-\-n\/ — 1)  devenait  nulle,  alors  l'équation 
en   u  suait 

7/"0  +  *t/-  0  +  o/">  +  n^~  ')+ elc-  +  «  =  o , 

et  l'on  prouverait  île  même  (pic  la  valeur  de  u  serait  toujours  de 
la   forme  p-\-q\/ —  1  ,   et  ainsi   de  suite. 

Celte  démonstration  a  l'avantage  de  pouvoir  s'appliquer  égale- 
ment aux  équations  qui  renfermeraient  des  fonctions  logarith- 
miques ou  circulaires,  et  en  général  à  toute  équation  de  la  forme 
F.r  =  o ,  dans  laquelle  la  fonction  dérivée  F'.r  sera  réductible  à  la 
forme  p  -f-  q  \/ —  1  ,  en  faisant  x  =  m  -+-  n  \/ —  1  ;  car  alors  toutes 
les  autres  fonctions  dérivées  V"x  ,  Y'"x ,  etc.  seront  aussi  réduc- 
tibles à  la  même  l'orme  :  mais  ce  détail  nous  écarterait  trop  de 
notre  sujet. 

to  Nous  venons  de  démontrer  que  dans  les  équations  qui  n'ont 
que  des  racines  imaginaires,  il  y  en  a,  au  moins,  deux  de  la 
forme  p'àz.q  V~~  l  '■>  on  pourra  donc  trouver  les  valeurs  de  p  et  7 
par  la  méthode  du  chapitre  11  (  n°  17),  et  l'équation  sera  divi- 
sible par  x'  —  2px  -f-  p*  -f-  q%  =  o;  après  la  division,  elle  ne 
contiendra  plus  que  les  autre-,  racines  imaginaires;  et  en  y  appli- 
quant les  mêmes   raisonnemens ,   on    prouvera  de   même  que  deux 
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de  ces  racines  seront  nécessairement  de    la   forme  pz±zq\/ —  i,  et 
ainsi  de  suite. 

Quoique  la  démonstration  précédente  soit  suffisante  pour  prouvei 
la  vérité  de  la  proposition  dont  il  s'agit  ,  on  ne  peut  disconvenir 
qu'elle  ne  soit  indirecte  ,  et  qu'elle  ne  laisse  encore  à  désirei  une 
démonstration  tirée  uniquement  des  principes  de  la  chose.  En  effet, 
nous  avons  déjà  observé  que  toute  racine  imaginaire  de  la  forme 
p-\-  q\/ — i  suppose  le  facteur  réel  du  second  degré  iJ  —  2px-\-p*-\-<f . 
ainsi  la  question  se  réduit  à  prouver  que  toute  équation  est  toujours 
divisible  par  des  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré;  et 
comme  les  équations  d'un  degré  impair  ont  toujours  une  racine  réelle  , 
et  sont,  par  conséquent ,  divisibles  par  un  facteur  réel  du  premier 
degré,  ce  qui  les  rabaisse  à  un  degré  moindre  d'une  unité,  il  s'en- 
suit qu'il  suffit  de  considérer  les  équations  des  degrés  pairs. 

i  i .  Descartes  a  trouvé  que  l'équation  du  quatrième  degré 

x*  -j-  px*  -f-  qx  +  /'  =  o. 

a  deux    fadeurs  du    second  degré  , 

x'  ±  rx  -f--^--r-i/>qp  —  '=  o , 

J  2  2'     ^^  2y' 

i.i   quantité  y  étant  donnée  par  l'équation 

y6  +  w*  +  (/>'  —  4'0.ra  —  '/'  =  <>■ 

Donc,  comme  celte  équation  a  son  dernier  tenue  négatif,  elle  a 
toujours  nécessairement  une  racine  réelle  (ebap.  Ier,  nu  3):  par  con- 
séquent, les  deux  facteurs  seront   réels  en  employant  celle   racine. 

Hudde  a  considéré  ensuite  l'équation  générale  du  sixième  degré  . 
dans  son  Traité  De  Reductione  JEquatïoiiwn ,  imprimé  à  la  suite  du 
Commentaire  de  Schoten  sur  la  Géométrie  de  Descaries,  et  il  a 
trouvé  que  celle  équation  est  divisible  par  une  équation  du  second 
degré,  comme  x1 — yx  +  u  =  o  ,  dans  laquelle  le  coefficient  y  esl 
donné  par  une  équation  du  quinzième  degré,  et  le  coefficient  //  e-t 
une  fonction  rationnelle  de  y.  Or,  l'équation  du  quinzième  degré 
ayant  nécessairement  une  racine  réelle,  il  s'ensuit  que  le  diviseur  du 
second  degré  pourra  toujours   être  réel  en   employant    celle  racine; 
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de  sorte  que    l'équation    se   trouvant,   ensuite    abaissée  au   quatrième 
degré,   on  aura  encore  deux  autres  diviseurs  réels, 

Hudde  n'a  pas  été  plus  loin  ;  et  comme  il  n'avait  trouvé  l'équa- 
tion en  y  du  quinzième  degré  qu'en  faisant  le  calcul  tout  au  long, 
il  a  dû  sentir  qu'il  tomberait  dans  des  calculs  impraticables  par 
leur  longueur,  s'il  voulait  traiter  de  même  les  équations  des  degrés 
plus  élevés. 

1 2.  On  trouve  à  la  fin  de  l'Algèbre  de  Saunderson ,  imprimée  en 
17  |0,  après  sa  mort,  cette  remarque  importante,  que  dans  le 
diviseur  a:2 — yx  +  m  =  0  de  l'équation  du  quatrième  degré,  le 
coefficient  y  est  donné  par  une  équation  du  sixième  degré,  parce 
que  ce  coefficient  devant  être  la  somme  de  deux,  racines  de  l'équa- 
tion du  quatrième  degré,  l'équation  en  y  doit  avoir  pour  racines 
toutes  les  différentes  sommes  qu'on  peut  faire  des  quatre  racines 
de  la  proposée ,  prises  deux  à  deux  ;  et  comme  ces  combinaisons 
sont  au  nombre  de  six ,  l'équation  en  y  doit  être  du  sixième  degré , 
comme  Descartes  l'a  trouvé  ;  mais  l'auteur  n'applique  celte  re- 
marque qu'à  un  exemple  particulier,  et  n'en  tire  d'ailleurs  aucune 
autre  conséquence. 

Le  Seur,  l'un  des  commentateurs  des  Principes  de  Newton, 
a  généralisé  ce  résultat,  dans  un  petit  ouvrage  sur  le  calcul  inté- 
gral ,  imprimé  à  Rome  en  1748.  Il  prouve  ,  par  la  théorie  des 
combinaisons ,  que  quand  on  cherche  à  diviser  une  équation  du 
degré  ni  par  une  équation  d'un  degré  moindre  n ,  les  coefficiens 
de  celle-ci  sont  donnés  nécessairement  par   des  équations  du  degré 

m(m,  —  1)  {m  —  2)  ...  (m  —  n-\-  1)  ,      ,.    •  1  . 

— ■ — 5-^ - ^—£,   parce  que  le  diviseur  devant  avoir, 

ce  qui  est  évident,  n  racines  communes  avec  l'équation  proposée, 
on  peut  former  autant  de  diviseurs  différons  qu'il  y  a  de  manières 
de  prendre  n  eboses  sur  m  choses;  et  de  là  il  conclut  que  toute 
équation  du  degré  !\m  -+-  2  est  toujours  divisible  par  un  facteur  réel 
du  second  degré  ,  parce  que  ce  facteur  dépend  d'une  équation  qui 
se  trouve  d'un  degré  impair,  et  qui  aura  par  conséquent  une  ra- 
cine réelle  ;  mais  on  n'en  peut  rien  conclure  pour  la  réalité  des  di- 
viseurs du  second  degré  des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre 
qui  n'est  pas  delà  forme  /j"-f-2,  parce  que  ces  diviseurs  dépendent 
alors  d'équations  de  degrés  pairs. 
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i3.  Euler  a  approfondi  cette  théorie  dans  un  Mémoire  imprime 
en  1751,  dans  le  Recueil  de  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
l'année  1749?  et  il  s'est  attaché  principalement  à  prouver  que  toute 
équation  d'un  degré  exprimé  par  une  puissance  de  a  ,  est  décom- 
posable  en  deux  équations  réelles  d'un  degré  moindre  de  la  moi- 
tié; pour  cela,  il  suppose  que  l'équation  proposée  est  privée  de  son 
second  terme  ;  ce  qui  fait  que  le  coefficient  du  second  terme  est  le 
même  avec  des  signes  contraires  dans  les  deux  équations  dont  elle 
est  le  produit;  et  il  trouve,  par  la  théorie  des  combinaisons,  que 
ce  coefficient  est  donné  par  une  équation  d'un  degré  impairement 
pair,  qui  manque  de  toutes  les  puissances  impaires,  et  dont  le  der- 
nier terme  est  le  carré  d'une  fonction  des  racines  de  la  proposéi  . 
précédé  du   signe  moins. 

Euler  suppose  que  cette  fonction  des  racines  peut  toujours  être 
déterminée  sans  irrationnalité  par  les  coelliciens  de  l'équation  pro- 
posée, et  il  en  conclut  que  son  carré  est  nécessairement  une  quan- 
tité positive,  et  que,  par  conséquent,  l'équation  qui  détermine  le 
coefficient  dont  il  s'agit  a  deux  racines  réelles  ;  il  arrive,  en  effet, 
que  cela  a  lieu  lorsque  l'équation  proposée  n'est  que  du  quatrième 
degré,  comme  on  le  voit  par  les  formules  de  Descartes ,  rappor- 
tées ci-dessus;  mais  pour  les  équations  des  degrés  plu.-,  élevés,  il  faut 
une  démonstration  a  priori,  qtfEuler  n'a  point  donnée,  et  qui  est 
même  d'autant  plus  nécessaire,  que  cette  fonction  ne  contenant  pas 
toutes  les  racines  de  la  même  manière  ,  ne  paraît  pas  détermi- 
□able  par  une  l'onction  rationnelle  des  coefficiens ,  qui  sont  eux- 
mêmes,  comme  l'on  sait,  des  fonctions  où  toutes  les  racines  entrent 
également. 

Euler  considère,  de  plus,  les  équations  donl  les  degrés  sont  ex- 
primés par  les  nombres  21,  ^i ,  8i .  etc.,  l 'étant  un  nombre  impair 
quelconque,  et  il  trouve  qu'elles  admettent  des  diviseurs  réels  des 
degrés  a,  {,  8,  etc.,  parée  que  les  équations  dont  ces  diviseurs 
dépendent,  sont  toutes  de  degrés  impairs;  de  sorte  que,  par  ce 
moyen,  toute  équation  peut  se  décomposer  en  équations  réelles  de 
degrés  exprimes  par  des  puissances  de  a;  mais  la  difficulté  «le  décom- 
poser ensuite  celles-ci,  lorsqu'elles  passent  le  quatrième  degré,  reste 
en   son  entier  dans   la    théorie    d'Euler. 


NOTE    IX.  '81 

1  i.  On  peul  éviter  cette  difficulté,  coin  nie  Foncenex  l'a  fait  clans 
Je  premier  volume  des  Miscellanea  de  Turin,  imprimé  en  17  >ç), 
en  ne  considérant  que  les  diviseurs  du  second  degré.  Car  si  it 
■fv  le  degré  de  l'équation  proposée,  v  étant  un  nombre  impair, 
si    l'on    cherche    à     la    diviser    par    une    équation    au   second    degré 

j-» M x  +  \  '  =  o  ,    on    trouve,    par   la    théorie  des  combinaisons, 

pie    le   coefficient    u    est    déterminé     par    une    équation    du    degn 

,(?A-i)  _  ./•— %(■/•,_,)—  vK_,o-,    *    étant,    comme    l'on 

voit ,   un   nombre  impair. 

Donc,  si  p.=  \,  cette  équation  sera  d'un  degré  impair  et  aura 
nécessairement  une  racine  réelle  ;  de  sorte  que,  comme  le  dernier 
tenue  X  est  exprimé  généralement  par  une  fonction  rationnelle  de  u, 
l'équation  proposée  aura  un  diviseur  rationnel  du  second  degré  .  el 
s'abaissera   par  là  à  un    degré  moindre   de   (\vu\  unités. 

Si  p.  est  plus  grand  que  l'unité,  on  cherchera  à  diviser  pareil- 
lement l'équation  en  u,  par  une  équation  du  second  degré,  comme 
u» —  *«-f-T  =  o,  et  le  coefficient  t  sera  donné  par  une  équation 
du  degré 

- '    =     2  <t(2  1Î   I  )    =    2  f  , 


f  étant,  comme  l'on  voit,  un  nombre  impair;  el  le  tenue  J    sera  ex 
primé  généralement  par  une   fonction   rationnelle  de   t. 

Donc,  si  p.  =  2  ,  cette  équation  sera  d'un  degré  impair,  et  aura 
une  racine  réelle;  donc  t  et  T  auront  des  valeurs  réelles,  et  l'équa- 
tion u%  —  ut  -f-  T  =  o  donnera  pour  u  une  valeur  réelle  ou  imagi- 
naire de  la  forme  p  +  y  y/ —  1.  Dans  le  premier  cas,  u  el  \  seront 
des  quantités  réelles;  dans  le  second,  ces  quantités  seront  imaginaires 
de  la  même  forme,    puisque    V  est  une  fonction   rationnelle   de  u. 

Mais  l'équation  a;*  —  ux-\-  V=o  donne  x=-zk  >/(-, \  J;  donc, 

par    la    réduction  des   radicaux    imaginaires,    celle    valeur   deviendra 
aussi  de    la  forme  />-\-'/\/ — '• 

Si  p-  est  un  nombre  plus  grand  «pie  2 ,  on  continuera  le 
même    calcul,    et    Ton    divisera    l'équation    en    t    du    degré  2'"-"2 V • 
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par  une   équation    du    second    degré,    comme    tx —  st  +  S  =  o; 

on    aura,    pour    la    détermination   de   s,    une    équation   du   degré 

2^-a»(ar-*p—  0         .«— 3   ,  ,«-2  .  u.—Z 

! =  2        f(2         f — ij  =  2        <7  ,    (7    étant,    comme 

Ion  voit,  un  nombre  impair,  et  la  quantité  S  sera  généralement  une 
fonction   rationnelle  de  s. 

Donc,  m  jx  =  3  ,  cette  équation  étant  d'un  degré  impair, 
aura  une  racine  réelle;  donc  5  et  S  auront  des  valeurs  réelles; 
donc  l'équation  l1  —  st  -f-  S  =  o  donnera  pour  t  une  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  la  forme  p  -f-  7  \/  —  i.  Donc,  dans  l'équa- 
tion u*  —  tu  -f-  T  =  o  ,  les  coefliciens  t  et  T  auront  des  va- 
leurs réelles  ou  imaginaires  de  la  même  forme  ;  et  de  là  résultera 
aussi  pour  u  une  valeur  réelle  ou  imaginaires  de  la  même  forme 
P  ""f"  7  V  ~~  I  j  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus ,  parce  que 
u  =  -  ±  i/(—  —  Tj;  donc  enfin  l'équation  x* — ux -f-Y=o,  don- 
nera aussi  pour  x  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  même  forme. 

Si  jtt  est  plus  grand  que  3  ,  on  continuera  le  calcul  de  la  même 
manière,  et  l'on  parviendra  nécessairement  à  un  diviseur  du  second 
degré,  dont  les  coefficiens  seront  réels;  et  de  là,  en  remontant 
successivement  aux  diviseurs  précédens  du  second  degré,  ou  trou- 
vera que  leurs  coefliciens  seront  réels  ou  imaginaires  de  la  forme 
pj^.q\/ —  i,  jusqu'au  diviseur  x*  —  u x  +  V  =  o  de  l'équation 
proposée,  lequel  donnera  aussi  pour  x  une  valeur  réelle  ou  imagi- 
naire de  la   même  forme. 

Telle  est  la  démonstration  donnée  par  Foncenex;  on  voit  qu'elle 
est  très  rigoureuse,  en  admettant  le  principe,  que  les  coefliciens  de 
l'équation  du  second  degré  ,  qui  est  un  diviseur  d'une  équation  du 
degré  n ,  ne  dépendent    que   d'une  seule  racine  d'une   équation  du 

degré  'iiiLzr_L2.  Ce  principe  est  vrai  généralement  ;  mais  j'ai  re- 
marqué,  depuis,  qu'il  était  sujet  à  des  exceptions  qui  pouvaient 
mettre  la  démonstration  précédente  en  défaut.  En  eflèt,  lorsqu'on 
cherche  à  rendre  un  polynôme  d'un  degré  quelconque  m,  divisible 
par  un  autre  polynôme  d'un  degré  moindre  «  ,  soit  qu'on  fasse  la 
division  à  la  manière  ordinaire,  et  qu'on  égale  ensuite  à  zéro  chaque 
terme  du  reste ,  soit    qu'on  multiplie  ce  polynôme   pur  un    autre  du 
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degré  m  —  n,  et  qu'on  compare  le  produit  terme  .1  terme  avec  le 
polynôme  proposé;  on  parvient  toujours,  par  l'élimination  succes- 
sive, en  prenant  un  des  coefficiens  du  polynôme  diviseur  pour  (in- 
connue principale,  à  déterminer  les  autres  coefficiens  du  même 
polvnome  par  des  fonctions  rationnelles  de  celui-ci,  et  ensuite  on 
trouve ,  par  les  substitutions,  une  équation  où  il  n'y  a  [dus  que  ce 
lui-ci  d'inconnue ,    et  où   l'inconnue  monte  au  degré 

m  (m  —  i)  (m  —  2)   .    .   .  .   (m  —  n  -+-  1)  „        ..         . 

— = ,  comme  on  I  a    dit   plus  liant. 

1.2.0 »  ' 

i5.  Mais  s'il  arrive  que  cette  équation  ait  deux  ou  plusieurs  ra 
ciues  égales,  alors,  à  moins  que  les  valeurs  des  autres  coefficiens 
qui  répondent  à  ces  racines  égales,  ne  soient  aussi  égales,  ce  qui  n'a 
lieu  (pie  lorsque  le  diviseur  est  lui-même  un  diviseur  double  ou 
triple,  etc.,  il  est  visible  que  ces  valeurs  ne  peuvent  plus  être  ex 
primées  en  fonctions  rationnelles  de  ces  mêmes  racines .  mais  qu'elles 
doivent  dépendre  elles-mêmes  d'équations  du  second,  du  troisième 
degré,  etc.,  suivant  le  degré  d'égalité  des  racines.  Dans  ce  cas,  en 
substituant  dans  les  fonctions  rationnelles  trouvées  ,  une  des  racines 
égales,  les  fonctions  deviendront  indéterminées,  par  l'évanouissement 
simultané  du  numérateur  et  du  dénominateur;  et  en  revenant  sur 
les  éliminations,  on  se  trouvera  arrêté  à  une  équation  t\u  second 
ou  du  troisième,  etc.  degré,  parce  que  l'équation  à  laquelle  il  fau- 
drait la  comparer,  pour  l'abaisser  à  un  degré  moindre,  sera  iden- 
tique avec  elle.  C'est  de  quoi  on  peut  se  convaincre  par  le  calcul; 
et  nous  m  donnerons,  dans  la  Note  suivante,  une  démonstration 
générale.  Comme  la  même  difficulté  peut  se  présenter  dans  toutes 
les  éliminations,  je  suis  bien  aise  d'appeler  l'attention  du  lecteui 
sur  ce  point,  pour  qu'il  ne  se  trouve  poini  embarrassé  dans  l'oc- 
casion. 

On  voit  (pie  celte  circonstance  peut  mettre  en  défaut  la  théorie 
que  nous  venons  d'exposer  sur  les  diviseurs  du  second  degré;  car 
lorsque  l'équation  d'où  dépend  un  des  coefficiens  a  des  racines 
égales,  l'autre  coefficient,  en  employant  ces  racines,  dépendra  d'une 
équation  d'un  degré  égal  au  nombre  des  racines  égale!  ,  et  qui, 
par  conséquent  ,  si  elle  n'est  pas  d'un  degré  impair,  demandera 
de    nouvelles    combinaisons    pour    [pouvoir    s'assurer    qu'elle    a    uik 
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racine  réelle  de  la  forme  p  -f-  <7  V —  i  :  et  si  l'on  ne  voulait  pas 
employer  ces  racines  égales ,  alors ,  en  les  éliminant  par  la  di- 
vision, on  aurait  une  équation  d'un,  degré  moindre,  à  la  vérité,  mais 
qui  ne  serait  plus  exprimée  par  un  nombre  de  la  même  forme  im~ '7T, 
ou   2m-2p  ,    etc. 

Si  l'on  considère  ,  par  exemple,  la  formule  trouvée  par  Descartes, 
pour  la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré ,  que  nous 
avons  rapportée  ci  -  dessus  ,  et  d'après  laquelle  nous  avons  conclu 
tout  de  suite  que  l'équation  est  toujours  décomposable  en  deux 
facteurs  réels  du  second  degré ,  on  voit  qu'il  y  a  néanmoins  un 
cas  qui  échappe  à  cette  conclusion  ;  c'est  celui  où  l'on  aurait 
<7  =  o;    car   alors    la   réduite   en  y   a  deux    racines  égales   y  =  o, 

et  en  employant  ces  racines  ,  le  terme  —  du  facteur  du  second  de- 
gré devient  f . 

On  pourrait  employer  d'autres  racines  ;  mais  l'équalion  en  y  étant 
divisée  par  y%y  devient  y4  -f-  ipyx  -f-  p"  —  4/-==  °  j  laquelle  étant  de 
nouveau  du  quatrième  degré  ,  et  son  dernier  terme  n'étant  pas  essen- 
tiellement négatif,  la  difficulté  est  ramenée  au  même  point.  Ce  n'est 
pas  que  dans  ce  cas  particulier  on  ne  puisse  prouver,  par  ces  for- 
mules mêmes,  la  réalité  des  deux  facteurs;  car  si  p1  <  .{/•,  le  der- 
nier terme  de  l'équation  en  y  sera  négatif;  et  par  conséquent  il  y 
aura  deux,  racines  réelles.  Si  p*  >  ^r,  alors  l'équation  proposée  de- 
venant, à  cause  de  <7  =  o,  x*  -f-  p* x'  -f-  .\v  =  o ,  aura  les  deux  fac- 
teurs réels  ,    x*  -f- ^  ±  1/(7  —  ')• 

16.  Ces  difficultés  ont  occasionné  les  recherches  que  j'ai  données 
sur  cette  matière  à  l'Académie  de  Berlin,  en  1772,  et  dans  les- 
quelles je  me  suis  particulièrement  attaché  à  compléter  la  théorie 
commencée  par  Euler. 

J'ai  démontré  d'une  manière  rigoureuse,  que  si  l'on  veut  décom- 
poser un  polynôme  du  degré  im  en  deux  polynômes  du  degré  a"-', 
tels   que  (n  étant  =  2m_1), 

x"  ■+■  M  X"-'   +  IN  X—  -f-  P  xn~s  -f-  etc.  , 
X"  -f-  M.x—'  -f-  X,x"-'  -f-  l\x"-s  -f-  etc.  . 


NOTE    IV 
1  i   qu'on  lasse 

u=a(M  —  M,)  +  *(N  —  N.)  +  c(P  —  P,)  +  etc., 

a,    b,   c,    etc.   étant    des  quantités   quelconques,   on   pourra  déter- 
miner généralement  les  coefficiens  M,  N,  P,  etc.,  M,,  N,,  P,,  etc 
des  deux  polynômes,  par  des  fonctions  rationnelles  de  m,  cl  que  l'on 

trouvera  pour  u  une  équation  d' legré  impairement  pair,  n'ayant 

que  des  puissances  paires  de  u,  dont  le  dernier  terme  sera  essen 
tiellement  négatif;  et  à  cause  des  arbitraires  a,  b,  c ,  etc.,  on  pourra 
toujours  faire  en  sorte  que  le  dernier  terme  de  cette  équation  ne 
soit  pas  nul,  ce  qui  lui  donnerait  les  deux  racines  égales  M  =  o  , 
ni  qu'elle  ail  d'autres  racines  égales.  De  sorte  qu'on  scia  toujours 
assuré  d'avoir  par  là  des  valeurs  réelles  pour  les  coefficiens  dont  il 
s'agît ,  el  par  conséquent  de  pouvoir  décomposer  l'équation  du  de- 
gré 2m  en  deux  du  degré  2m~'.  et  ensuite  chacune  de  celles-ci  en 
deux,  du  degré  2m— a,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'aux  équations  du  se- 
cond degré. 

A  l'égard  des  équations  du  degré  zmi,  i  étant  un  nombre  impair, 
Euler  avait  trouvé  qu'en  employant  un  diviseur  du  degré  2"'.  on 
tombe  dans  une  équation  d'un  degré  impair,  pour  la  détermination 
d'un  quelconque  de  ses  coefficiens;  et  j'ai  remarqué  que  si  elle  a 
des  racine-,  égales,  les  racines  doubles,  quadruples,  etc.  ponrronl  être 
éliminées,  pane  que  I  équation  restante  sera  encore  d'un  degré  im- 
pair ,  et  que  le3  racines  triples,  quintuples,  etc.  pourront  être  em- 
ployées dans  la  détermination  des  autres  coefficiens,  parce  qu'elle 
dépendra  alors  d'équations  du  troisième,  du  cinquième,  elc.  degré, 
qui   auront  ,   par  conséquent ,  toujours  des  racines   réelles. 

in.  De  cette  manière,  la  décomposition  des  équations  en  diviseurs 
réels  du  premier  et  du  second  degré  était  rigoureusement  démon- 
mais  f.aplace  a  donné,  depuis,  dans  les  Leçons  de  l'Ecoli 
Normale,  un  moyen  plus  simple  d'établir  cette  vérité,  en  partant 
de  l'analyse  employée  par  Foncenex.  Au  lieu  de  considérer  sim- 
plement l'équation  qui  détermine  le  coefficient  u  du  diviseur  quadra- 
tique x* — «a?  +  V  =  o,  il  considère  l'équation  qui  détermine  la 
quantité  u -f-  aV,  que  je  désignerai  par  u,,  a  étant  un  coellicient 
quelconque.  Cette  équation  sera,  par  la  théorie  des  combinaisons,  du 
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même  degré  que  l'équation  en  u.  Donc  ,  si  l'équation  proposée  est 
du  degré  2V,  l'étant  impair,  l'équation  en  u,  sera  d'un  degré  im- 
pair, et  aura  toujours  une  racine  réelle-,  et  comme  on  peut  donner 
à  a  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  une  infinité  d'équations  qui  au- 
ront toutes  une  racine  réelle.  Parmi  ces  racines,  il  y  en  aura  néces- 
sairement plusieurs  qui  se  rapporteront  au  même  diviseur;  soient 
a,  j8  deux  de  ces  racines,  et  a,  b  les  deux  valeurs  du  coefficient  a;  on 
aura  u-\-a\  =  a,  u-\-bY  =  /3,  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  u  et  V, 
qui  seront  par  conséquent  réelles. 

Si  l'équation  proposée  est  du  degré  \^v ,  v  étant  un  nombre  im- 
pair quelconque,  l'équation  en  u,  sera  du  degré  27T,  tt  étant  aussi 
un  nombre  impair.  Cette  équation  aura  donc,  par  ce  qu'on  vient  île 
démontrer,  un  diviseur  quadratique  de  la  forme  w,°  —  tu,  -f-T  =  o, 
qui  donnera  pour  u,  une  valeur  de  la  forme  a  -f-  A  \/ —  1 ,  et  eu 
donnant  à  a  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  une  infinité  d'équa- 
tions en  w,  ,  dont  ebacune  aura  une  racine  de  la  forme  a-\-A\/ —  i  : 
parmi  ces  racines,  il  y  en  aura  nécessairement  deux  qui  se  rap- 
porteront au  même  diviseur;  en  les  désignant  par  a.  +  A  \/ —  1 
et  /3  -f-  B[/ —  i  ,  et  par  a,  b  les  deux  valeurs  de  a  qui  y  répondent, 
on  aura  u  -f-  aV  =  a.  -f-  A  \/ —  i  ,  u  -J-  b\  =  fi  -\-  B  )/ —  i  ;  donc  u 
et  V  seront  l'une  et  l'autre  de  la  forme  p-h-ÇV^ —  '»  et  'a  valeur 
de  x,  tirée  de  l'équation  x*  —  ux  -f-  V  =  o  ,  sera  encore  de  la  même 
forme.  Donc,  toute  équation  du  degré  fy  aura  deux  racines  de  la 
forme  pdtzq\/ — i,  et  par  conséquent  un  diviseur  réel  du  second  de 
gré,  et  ainsi   de  suite. 

Celte  démonstration  ne  laisse  rien  à  désirer  comme  simple  [dé- 
monstration ;  mais  si  l'on  voulait  résoudre  effectivement  une  équation 
donnée  en  ses  facteurs  réels  de  deux  dimensions,  il  serait  comme  im- 
possible de  suivre  le  procédé  indiqué  par  l'analyse  que  nous  venons 
d'exposer.  Cependant  cette  résolution  est  nécessaire  pour  trouver  les 
fonctions  primitives,  ou  les  intégrales  des  fonctions  rationnelles  frac- 
tionnaires d'une  seule  variable,  et  on  la  suppose  dans]  tous  les  Traités 
île  Calcul  intégral.  Cette  raison  m'engage  à  m'arréter  encore  Sur,  cet 
objet  important,  et  à  en  faire  le  sujet  de  la  Note  suivante. 
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Sur  la  décomposition  des  polynômes  d'un  degré  quelconque 

en    facteurs   réels. 

i.  Je  me  propose1  de  montrer,  dans  culte  Note,  comment  tout 
polynôme  d'un  degré  quelconque  peut  toujours  se  résoudre  en  po- 
lynômes réels  du  premier  ou  du  second  degré.  En  regardant  un  po- 
lynôme comme  composé  d'autant  de  facteurs  simples  qu'il  y  a 
d'unités  dans  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  l'indétermi- 
née, on  voit  clairement  qu'il  ne  peut  avoir  pour  diviseurs  que  des 
polynômes  composés  de  quelques-uns  de  ses  facteurs;  d'où  il  suit 
d'abord  que  si  m  e>l  le  degré  du  polynôme  donné,  il  pourra  avoir 
autant  de  diviseurs  différens  du  degré  «,  qu'il  y  a  de  manières  de 
prendre  n  choses  sur  ni  choses,  c'est-à-dire  par  la  théorie  des  com- 
binaisons .   qu'il   v  a    d'unités  dans  le  nombre 

m  (  m  —  i  )  (  m  —  2  )  .   .   .   .  (  m  —  n  -f-  I  ) 
1.2.3 n 

que  nous  désignerons  par  jn  dans  la  suite. 

Celte  seule  considération  nous  met  en  état  de  déterminer  à  priori 
les  coefficiens  du  polynôme  diviseur,  sans  passer  par  les  opérations 
longues  el  pénibles  de  la  méthode  ordinaire,  fondée  sur  la  division 
ou  sur  la  comparaison  du  produit  de  deux  polynômes  indéterminés, 
avec  le  polynôme  diviseur,  et  sur  l'élimination  successive  des  in- 
connues. 

2.  Soit  en  effet  le  polynôme  du  degré  ni, 

xm   —  axm~l  +  bxm~*  —  cxm~3  ■+■  etc.  =1=  h , 

que  nous  supposerons  composé  des  m  facteurs  simples  x — a,  x — p. 
x  —  y 
En   développant  le  produit  de  ces  facteurs,  et  le  comparant   terme 

24.. 
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à   terme  avec  le  polynôme  donné ,  on  aura ,   comme  l'on  sait . 

a  =  a.       -f-  [6       -\-  y       -f-  cf     +  etc.  , 

b  =  a/3     -f-  ay    -f-   fiy    -+-  acf  -j-  etc. , 

c  =  *@y  +  aiScT  -f-  /3>cT  -f-  etc. , 

etc.  , 

h  =  a.$yS> . .  . 

Si   l'on  représente  de  même  par 

x"  —  px"-'  -f-  qxn~*  —  rx"~3,  etc.  d=  u 

un  diviseur  du  même  polynôme,  ce  polynôme  diviseur  ne  pourra 
être  composé  que  d'un  nombre  n  des  mêmes  facteurs  simples; 
ainsi  on  aura,  en  ne  prenant  que  n  quantités  parmi  les  m  quantités, 
a.  /3,  y,   etc. 

p  =  a       +/3        +>'+  etc-  ? 

^  =  a/3    -f-  a^    -f-  /3^  -f-  etc. . 

/•  =  afiy  -f-  etc.  , 

etc. , 

u  =  ctfly 

Comme  les  coefliciens  donnés  a,  b  ,  c,  etc.  h  sont  des  fonctions 
des  quantités  a,  /3,  }>,  etc.  dans  lesquelles  ces  quantités  entrent 
toutes  également,  cl  qui  demeurent  ainsi  invariables,  en  faisant 
entre  ces  mêmes  quantités  tels  échanges  que  l'on  voudra,  il  s'ensuil 
que  toute  expression  rationnelle  de  ces  coefliciens  aura  la  même 
propriété;  et  comme  les  coefliciens  p,  q,  /',  etc.  u  du  diviseur. 
son!  de  semblables  fonctions,  mais  seulement  d'un  nombre  n  des 
quantités  a,  /3  ,  y,  etc.,  il  est  évident  que  ces  coefliciens  ne 
peuvenl  pas  être  exprimés  par  des  fonctions  rationnelles  des  coef- 
liciens a,  è,  c,  etc.;  mais  on  pourra  les  faire  dépendre  chacun 
runc  équation  dont  tous  les  coefliciens  seront,  des  fonctions  ra- 
ii'Minelles  de  n,  b ,  c,  etc.,  en  composant  cette  équation  de  manière 
qu'elle  ait  pour  racines  toutes  les  différentes  valeurs  de  p ,  ou 
de  (j  ,  ou  de  r,  etc.  ,  dont  le  nombre  est  égal  au  nombre  u  donné 
ci -dessus. 
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3.  Considérons  le  dernier  coefficient  u,  qui  est  formé  du  produit 
de  n  des  quantités  a,  j3,  y  ,  etc.,  on  aura  afiy.  .  .  .  fiyS.... 
etyS' ■  •  •  >  etc.  pour  les  différentes  valeurs  de  u.  Donc,  si  l'on  forme 
un   polvnome  du  produit  de  ces  facteurs  simples, 

u  —  a@y.  .  .  ,       u  —  fiyS  <  •  • ,       «  —  ar)S.  .  .  .       etc.  . 

ce  polynôme  aura  la  propriété  d'être  une  fonction  invariable  d< 
et,  @,  y,  etc.,  indépendamment  de  l'indéterminée  u j  par  consé- 
quent, étant  développé,  tous  ses  coefficiens  auront  encore  la  même 
propriété. 

Car  soit  ce  polynôme 

„«  —  An"-1  +  B^~2  —  Cu*-3  +  etc.  dr  V, 
on    aura 

A  =  etfiy...  +  j8>«T. ..   H-  *>«T. ..   +  etc., 
B  =  a/3>...    X   /3>J\ . .   +  *><f. . .    X   ayS 

-+-   ^cT.  .  .    X    *■}<?.  .  .    +  etc., 
etc.  , 
V  =  a,S> ...    X    @yS. .  .    X    a.y£ .  .  .  , 

où   l'on  voit  que  les  coefficiens  A,  B,  C,  etc.  sont  en   effet  des  fonc- 
tions invariables    de  afiy  ,    etc.  Or,  on  sait  que  ces   sortes  de    l'une 
tions  peuvent  toujours  être  déterminées  par  des  fonctions  rationnelles 
d.-s  coefficiens  a ,  Z»,  c,  etc.  h. 

4-  En  effet,  on  peut  d'abord  déterminer  parées  fonctions  la  somm< 
des  puissances  d'un  même  degré  des  quantités  a,  /3,  y,  etc.,  comme 
nous  l'avons  vu   dans  la  Note  VI    (11°    1).    Ensuite,   si  l'on   multiplie 

la.  ,   somme   des  puissances   a.  ,   par    2a'K,   somme  des  puissances  a". 

le  produit  2a    X  2/  sera  t'^al   à   Sa    '  y'  -J-  la.  S1";    ainsi   on    aura 

la  somme  des  termes  a  /S'4,  au  moyen  de  celle  des  puissances.  On 
trouvera   pareillement 

2aA/3"  x  2>*  =  2aA+'/T  +  2*A^+'  -f-  2aA (<fy'; 
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ainsi  on  aura  aussi   cette   dernière    somme  en  fonctions  des  sommes 
les  puissances,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  il  est  facile  de  voir  que  toule  fonction  rationnelle  et 
invariable  des  quantités  et ,  /3  ,  y,  etc.  ne  peut  être  formée  que  d'une 
ou  plusieurs  sommes  des  formes  précédentes;  elle  pourra  donc  toujours 
être  déterminée  en  fonctions  des  coeiïiciens  a,   b,  c,  etc. 

C'est  là  un  des  principes  les  plus  féconds  de  la  théorie  des  équa- 
tions. Newton,  et  long-temps  avant  lui  Albert  Girard,  avaient  donné 
ia  manière  de  déterminer  la  somme  des  puissances  des  racines  d'une 
équation  par  des  fonctions  de  ces  coefliciens.  Voyez  dans  l'ouvrage 
iV  Albert  Girard,  intitulé  Invention  nouvelle  en  Algèbre ,  et  im- 
primé à  Amsterdam  en  1629,  l'exemple  second  du  théorème  second. 
Euler,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  17  jS. 
et  Cramer,  à  la  lin  de  son  Introduction  à  l'Analyse  des  lignes 
courbes,  ont  fait  voir  que  l'on  pouvait  toujours  déterminer,  par  les 
coefliciens  d'une  équation,  les  sommes  des  produits  de  ses  racines, 
prises  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  et  élevées  à  dillérentes  puis- 
sances ;  et  Waring  a  donné  ensuite  des  formules  générales  pour 
trouver  ces  sortes  de  fonctions  des  racines:  mais  dans  les  cas  par- 
ticuliers, il  est  peut-être  plus  simple  d'employer  la  méthode  indiquée 
ci- dessus. 

.">.  A  l'égard  des  coefliciens  A  ,  B,  C,  etc.  du  polynôme,  on  pourra 
les  calculer  de  la  manière   suivante. 

On  commencera  par  déterminer  les  sommes  des  puissances  par 
ces    formules 

2a    =  a, 

2a*  =  a2a  —  ib  , 

2a3  =  «2a1 —  Z»2a+   3c, 

etc. 

Ensuite   on  cherchera  les    termes  n"m"  des  séries 

2a  =  «,        2a/3=£,        2a/3^  =  c ,        etc. 

v^?  2-»^»= — ^— ,  s*»/3y= 3 ,  etc., 

2a3,   S*3£3= - ,   2*3£V= 5 .   etc., 
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Ces    termes    seront    les   valeurs  des    sommes   2a/3^...,  i'5^a.... 

2a'/33^3.  ..  ,  etc. 

Enfin  mi  aura 

A  =  2a/3j, . . . .  , 

„  A.Sa/8>  ....  —  Sa*/SV 

b  = £ , 

2 

r  _       B£*£>  ....  —  AS'a'^V  ■  . .  .  4-  Sa'Sy  .  . .  . 

etc. 

Au  reste,  il  est  visible  qu'on  aura  d'abord  .-ans  calcul  les  valeurs 
tlu  premier  coefficient  A  et  du  dernier  A  ;  car  le  coefficient  A  est 
évidemment  égal  au  coefficient  de  la  puissance  xm~ "  dans  le  poly- 
nôme donné  a;"1  —  axm~ '  -f-  etc.  Quant  au  coefficient  V,  il  est  vi- 
sible qu'il  doit  être  de  la  forme  a  fi'y'J' .  .  .  .  s=  h'  ;  et  pour  déter- 
miner l'exposant  v ,  il  suffira  de  considérer  que  ce  coefficient  doit  ètn 
le  produit  de  fx  quantités,  dont  chacune  est  le  produit  de  «quan- 
tités prises  parmi  les  m  quantités  a,  /S,  y,  etc.,  de  sorte  que  ce  coef- 
ficient sera  de  la  dimension  tifx.  ;  donc  il  faudra  que  nu  =n/u    el  par 

ftn 

conséquent   r  =  — . 

■r^  .  m(m — l)...(m — n  -f-  1  ) 

Donc,  puisque  u.  — .  — 1 - 011  aura 

71  '         r  1.2 n 

(m —  1)  (m  —  2)  .  .  .  .  («a  —  h  -f-  O 
I    .   2   .   .  .  .   (n — l) 

et  la    valeur    de    \    sera  )i . 

Avant   ainsi    la    valeur    du    dernier    coefficient    V    du    polynôme 
en  u,  on  pourra  se   contenter  de   calculer    directement    la    première 
moitié  de:,   coefficiens  |A  ,    15,    C,  etc.    de   ce  polynôme.  Car  soient 
I  .  S,  îl,  etc.  les    tenues    qui  précèdent   le  dernier  V,  il  est  facile 
de   voir  qu'on  aura 


v  —  ,p„        ^ 


V    ~   ,.?y  .   .   .    ^  ^ 

Or,  si  l'on  désigne  par  («)  Je  coefficient  de   la  puissance  x"  dans 
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le  polynôme  donné,  on  aura  aussi 

(n) i  |  i  i 

T  ~~  */3y.  ..   ~*~  M~  "*"  *7<r.  •  •  ~*~  etC' 

n         T        (")  ■  >   t        («)V 

Donc  ^  =  -jr  ;  et   [>ar  conséquent    L  =.  —j—. 

Ensuite  si  l'on  désigne  par  g,/,  e,  etc.  les  coefficiens  du  pol}"- 
nome  donné,  qui  précèdent  le  dernier  h;  lorsqu'on  aura  trouvé 
l'expression  de  15  en  a,    b,  c,   etc.,    il   n'y    aura    qu'à    y  changer   a 

en  -- ,  b  en  y  ,  c  en  j ,   etc.  ,  pour   a\oir  la  valeur  de  -g,   et  faisant 

les    mêmes  changemens   dans  l'expression    de  (\  on    aura  la  valeur 

,   et  ainsi  de  suite. 

Avant  ainsi  tonné  le  polynôme  en  u,  m  on  le  fait  égal  à  zéro, 
on  aura  une  équation  dont  les  racines  seront  a{6y .  .  .  ,  (4y£.... 
etyS1...  ,  etc..  el  qui  servira,  par  conséquent,  à  déterminer  la  valeui 
de  /t.  Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  tous  les  autres 
coefficiens  p,  q,  r,  etc.  du  polynôme  diviseur. 

ti.  La  manière  la  plus  simple  de  trouver  ces  coefficiens,  t  >t  de 
faire  la  division  actuelle  du  polynôme  xm  —  axm~'  -f-  etc.  par 
le  polynôme  x" —  px"~l  -f-  etc.  dtz  u,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  par- 
venu a  un  reste  dans  lequel  la  plus  haute  puissance  de  x  ><>ii 
moindre  que  x"  ;  alors  en  égalant  à  zéro  chacun  des  termes  de 
ce  reste,  pour  qu'il  devienne  nul  indépendamment  de  l'inconnue  x, 
on  aura  n  équations  entre  le*  n  coefficiens  p,  q ,  etc.  u;  et  l'on 
pourra  .  généralement  parlant  ,  par  ces  équations  ,  déterminer  les 
valeurs  île  p,  <J ,  etc.  en  ('onctions  rationnelles  de  u.  On  aurait 
ensuite  l'équation  même  en  u,  par  la  substitution  de  ces  valeur: 
dans  l'équation  restante  ;  mais  comme  on  ne  voit  pas.  de  celte 
manière,  de  quel  degré  devrait  être  cette  équation  finale  en  u , 
qu'on  pourrait  mène'  parvenir  a  une  équation  en  u  d'un  degré  plus 
liant  qu'elle  ne  devrait  être,  ce  «pu  esl  l'inconvénient  ordinaire 
des  méthodes  d'élimination,  nous  avons  cm  devoir  montrer  com- 
ment on  peut  trouver  celte  équation  à  priori,  et  s'assurer  du  degr< 
précis  auquel  elle  doit  monter. 

Par   la    même  raison,  nous  croyons  qu'il  est  nécessaire  d'avoir  un< 
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méthode  directe  pour  trouver  les  expressions  des  >  \&p,  a,  etc. 

en  u,  et  pour  être  assuré  que  ces  expressions  peinent   toujours   être 
rationnelles,   excepté  les   cas    particuliers   où   elles   doivent    dépi 
d'équations  du  second  ou  du  troisième  degré,    comme    nous  l'avons 
déjà  observé  dans  la  Noie  précédente.  Voici  donc  comment ,  en  sup 
posant   l'équation  en  u,  on    peut    avoir  la   valeur   «les   coefliciens  p. 
r/ ,  etc.  en  fonctions  de  u. 

7.  Je  considère  que  la  quantité  x  étant  indéterminée,  on  peut 
mettre  x  —  i  à  la  place  de  x ,  tant  dans  le  polynôme  donné 
xm —  ax"~'-j-elc. ,  que  dans  le  polynôme  diviseur  x"-\-px"~'  -f-etc. 
Par  cette  substitution,  le  premier  de  ces  polynômes  deviendra 

xa  —  a,xm~'   -f-  Z»,,xm_a  —  etc.  rrfc  h,  , 

où  l'on  aura 

a,  =  a  -f-  mi, 

b,  —  b  +  (/»—  Offt-f-    \    '  e, 


c,  =  c  +  (m-a^  +  ^-'^iJ^H-^7""1^""2^», 
etc. 

/;,  =  ^  -f-  gi .  -\-fi*-\-ei3  ~\-c\e. 

Et  le  second  polynôme  deviendra  pareillement 

x"  —  p,x"~'   -f-  (/,x"~%  —  etc.  =b  u, , 

en  faisant 

p,  —  p  •+■  ni, 

'/.  =  7  -f-  (»--1)/»  +  -L-; — ?«■, 

etc., 

u,   =  u  -f-  2ï  -f-  5i*  -f-  ri3  +  etc. 

D'où   l'on  peut  conclure  que  si,    dans  l'équation  en  u, 

it  —  Au?'1  H-  IV-2  —  etc.  =fc  V  =  o, 

a5 
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dans  laquelle  les  coefliciens  A,  B,  C,  etc.  sont  des  fonctions  de 
a,  />,  c,  etc.  A,  on  substitue  respectivement  a,,  i,,  c„  etc.  //,  au 
lieu  de  ces  quantités  ,  la  valeur  de  u  deviendra  celle  de  u,,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  i  ;  de  sorte  qu'en  développant  les  termes  suivant 
les  puissances  de  i,  il  faudra  que  la  somme  de  tous  les  termes  mul- 
tipliés par  une  même  puissance  soit  nulle;  ce  qui  donnera  plusieurs 
équations,  dont  chacune  servira  à  déterminer  un  des  coefficiens  /. 
s,  r,  etc.  par  les  précédens. 

8.  On   pourra  même  trouver  directement  ces  équations  par  l'algo 
rithme  des  fonctions  dérivées.  En  effet ,  si   l'on  met  partout  —    à    i.i 

1  m 

place  de  i,  il  s'ensuivra  des  formules  précédentes,  que  a  devenant 
a  -f-  i ,   b  deviendra 


1  ai  +  »'(>»-»)  ;. 

•  1  171  * 


uevien 


dra 


:3 


• 


etc.  , 
et   enfin   u  deviendra 

"  +  -  *  +  —>  *'•  +  -3  «*  +  etc. 

Donc,  si  l'on  regarde,  ce  qui  est  permis,  les  coefficiens &,  c,  etc., 
h  et  u,  comme  des  fonctions  de  a ,  et  qu'on  se  rappelle  que  a  de- 
venant a-\-  i,  toute  fonction  de  a,  comme  u,  devient 

u  +  '«'  +  ';  «"  H-  Aj  «'"  +  etc.  . 
on    pourra  supposer 


m 


i  . ,,  ni  (m  —  i  ) 


h'  =  -—  a,  b"  =  -v"->>        y»  — 

m  m  ~ 

C'    —    '1=1   A      J<  =  (»'-0  ("«  Z^j    fl 

„,_  m{m—  i)(m  — 2)         „„__„. 
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m         '  ma 

{•>___  (m—l){m  —  2)(m—Z)a    ^,t_  m(m-  l)  (m—?.)  (m— 3)  (/»—  j; 
r  m 

^T  =  l .  : 

etc. 

;  t  u  '-  ///  2-3r 

&    =  — ,     «   =  —  ,     m"  =  -       .     elc.  , 

et  il  n)  aura  plus  qu'à  prendre  les  fonctions  dérivées  successives  de 
l'équation  en  u,  et   y  faire  les  substitutions   précédentes. 

g.  Supposons 

Z  =  if  —  Ai/4-1  +  BiT-2  —  Cuf-3  +  etc.  zfc  \ 

en  .sorti'  que  Z=o  soit  l'équation  qui  détermine  la  valeur  «le  /*  . 
cette  quantité  Z  étant  regardée  comme  une  fonction  île  «,  donnera 
les  équations  dérivées  Z'=o,    Z"  =  o,  Z'"=o,  etc. 

.Mais  pour  pouvoir    distinguer   dans   ces   fonctions    ce  qui    esl    dû 

en    particulier    aux  variations   des   quantités    «,  b,  c,    etc.   Ii  et  c/ . 

nous  représenterons  en  général,   à   l'imitation   de  ce  qu'on  pratique 

/  Z'  \ 
dans   le  calcul  qu'on  appelle   aux    différences  partielles,    par   (  — ). 

\~Fn\~~'P  elc'  '(S  coefficiens  des  fonctions  dérivées    «',  b\  c'.  etc 

/Z"\    /  Z"  \     /Z "\ 
dans    l'expression   de  /.  :   par  (  -^j,  (—rr>),  (tps)j  elc-j  'es  coefficiens 

des  quantités  a'%  a'Z>',  Z»'1,  etc.  dans  l'expression  générale  Z",  et  ainsi 
de  suite,  el  nous  appellerons  de  même  ces  fonctions,  fonctions  déri- 
parlielles.  Lorsque  a  est  la  variable  principale  dont  les  autres  sont 
ou  peuvent  être  censées  fonctions,  on  aura  a'  =  1  ;  mais  nous  re- 
tiendrons la  lettre  a  sous  les  lettres  /'.  /.".  etc.  pour  représenter  en 
généra]  les  coefficiens  >\<>  termes  de  Z'.  Z".  etc.  qui  contiendraient 
cette  même  lettre,  si  a  était  une  fonction  quelconque  'lune  autre 
variable  principale,  et  pour  dénoter  par  conséquent  ce  qui  est  dû  en 
particulier  à  la  variation  de  a. 

Cette    notation    est    plus    nette    et    plus    expressive    que    celle    que 
j'ai  employée  dans  la  Théorie  des  fonctions  .  en   plaçant  les  accens 

25.. 
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différemment ,  suivant  les  différentes  variables  auxquelles  ils  se 
rapportent.  En  la  substituant  à  celle-ci,  l'algorithme  des  fonctions 
dérivées  conservera  tous  les  avantages  du  calcul  différentiel,  et 
aura,  de  plus,  celui  de  débarrasser  les  formules  de  cette  multitude 
de  d  qui  les  alongent  et  les  défigurent  même  en  quelque  façon  . 
et  qui  rappellent  continuellement  à  l'esprit  l'idée  fausse  des  infini- 
ment petits. 

10.  On  aura  ainsi,  en  regardant  toutes  les  quantités  a,  b,  c,  etc. 
h ,  et  u,  comme  les  fonctions  quelconques  d'une  variable  pri- 
mitive . 

*  =  <D'  +  ®*  +  (D'  +  --+(S)*. 

et    prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées, 

+  (?)  ""+K^>'4'+  (£)**  + «c. 

et  ainsi   de   suite. 

Donc,  fusant    «=i,    a'=o,   etc.,   t>  = 

'  '  '  rr. 


•1 

m  • 
m 


//"=  o  ,  6-'= -  b ,  etc.,  comme  nous  lavons  trouvé  ci-dessus,  on 

aura  les  équations  Z'=o,   Z"  =  o,   etc.,  savoir  : 

©+<*)  ==■'  "  +(!)  =i-a  '+  "*  +©=— • 

(f>  '""—')  +  (?>,  (-—)(—»)  „ + elc.  +/^  « 
+  >  [&)=+ ©  V  "  +  (w)  =?  * + ■»•] 

+  Ci)  ~  +  etc.  =  o  , 
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et  ainsi    de    suite,   dans  lesquelles    tes    fonctions   dérivées    partielles 

/Z'\      /7'\  /Z"  \      /  Z"  \ 

\â'J  '  VA7/'  elc"'  Ci73/'  Wïv'  etC"  scro,lt  '''",  onctions  connues   ■!<■ 

«,  £,  c,  etc.   u. 

La    première   équation   donnera  donc  la    valeur    de  t  ;    !;t 
donnera  celle  de  s,  etc.  en  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c,  etc.  u; 

à    moins   que  la    fonction    partielle  (  ,)   ne  devienne    nulle,    auquel 

cas  la  première  équation  ne  contiendra  plus  t,  ni  la  secondes, 
Dans  ce    cas   donc    il     faudra    tirer    la    valeur    de    t    de    la    seconde 
équation,  dans    laquelle  t  monte  au   second  degré;  et  les  équations 
suivantes  donneront   alors   les  valeurs   de  s,   r,  etc.    par    des   loin 

(Z"  \ 
—  J   était     aussi    nulle, 

l'équation  en  t  ne  serait  plus    que  «lu  premier  degré,  et  si  la   somme 
des  fonctions  qui   multiplient    t  était  nulle  en  même  temps,   la  quan- 
tité   t    disparaîtrait    de    la    seconde  équation,    et    ne  pourrait    êtr< 
donnée  que  par  la  troisième,   où  elle  monterait  au  troisième  degré, 
et  ainsi    de   suite. 

Or  la  fonction  partielle  (—A  est  égale  à 

ait-'  —  O—  i)A«^~2  +  (u  —  3)H^-3  —  etc., 

et  l'on  voit  que  l'équation  (^A  =  o  renferme  les  conditions  de  l'éga- 
lité des  racines  de  l'équation  Z  =  o.  D'où  il  suit  que  si  cette  équa- 
tion a    des   racines  égales,  et   qu'on  emploie  pour   la  valeur  de  u  nue 

des  racines  égales,  en  sorte  que  la  fonction  (—, )  devienne  nulle  .o 

même  temps  que  Z,  le  coefficient  t  dépendra  alors  d'une  équation 
particulière  du  second  degré;  et.  par  conséquent  tous  les  autres 
coeflieiens  du  polynôme  diviseur,  dépendront  à  la  fois  delà  ré- 
solution des  deux  équations  en  u  et  en  t.  Nous  en  avons  donné 
ci-dessus  (Note  précédente,  n°  i3)  la  raison  métaphysique  tirée  de 
I  égalité  des  racines;  mais  on  en  a  ici  une  démonstration  analytique 
rigoureuse. 

ii.  Lue   conséquence  essentielle   qui  résulte    des  formules  précé- 
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dentés,  c'est  que  tant  que  la  fonction  \p\  ne  sera  pas  nulle,  tons  les 

coefficiens  t,  s,  r,  etc.  seront  données  en  fonctions  rationnelles 
du  coefficient  u  ;  et  que  par  conséquent  cela  aura  lieu  nécessai- 
rement  lorsque  l'équation  en  u  n'aura  point  de  racines  égales,  on 
du    moins  lorsqu'on  n'emploiera  pour   la  valeur  de  u  que  des  racines 


inégales. 


Or  j'observe  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  l'équation  en  u 
n'ait  point  de  racines  égales,  à  moins  que  le  polynôme  donné  naît 
lui-même  des  facteurs  égaux;  mais  comme  on  peut  éliminer  ces  fac- 
teurs d'avance,  on  pourra  toujours  supposer  que  tous  les  facteurs  de 
ces  polynômes  soient  inégaux.  Cela  supposé,  si  on  substitue  dans  ce 
polynôme  oc  —  A  à  la  place  de  x,  ce  qui  changera  les  coefficiens  a. 
I>.  c,   en 

a  -f-  m\ 

*  +  (»-. J-X  +  Si^A-, 

etc.  , 

les  facteurs  du  nouveau  polynôme  seront  x —  et  —  A,  x  —  fi — A. 
x  —  y  —  A  ,  etc.  c'est-à-dire  que  les  quantités  a,  fi,  y ,  etc.  devien- 
dront a-f-A,   /3-f-A,  >-f-A,    etc. 

Donc  les  racines  de  l'équation  en  u,  seront  tous  les  produits  pos- 
sibles de  n  quantités,  prises  parmi  les  m  quantités  a-f-A,  /3-f-A, 
y-j-X,  etc.;  et  il  est  clair  que  deux  de  ces  racines  ne  sauraient  devenir 
égales  à  moins  qu'il  n'y  ait  deux  produits  égaux  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs dimensions,  formés  de  ces  différentes  quantités.  Or  il  est  visible 
que  tant  que  les  quantités  a.,  fi,  y,  etc.  seront  inégales,  on  pourra 
toujours  prendre  A  de  manière  qu'aucune  de  ces  égalités  n'ait  lieu  : 
car  en  considérant,  par  exemple,  les  deux  produits  (a-f-A)  (/S  +  A) 
et  (^-f-A)  (cT-f-A)  qui  se  réduisent  à  A*  -f-  (a-f-  fi)  A  -{-a.fi  et 
Aa-f-(^/-f-cf,)A-f-^J\  on  voit  qu'il  n'y  a  qu'une  valeur  de  A  (pu  puisse  les 
rendre  égaux;  et  que,  par  conséquent,  il  y  en  aura  une  inimité  qui 
les  rendront  inégaux,  à  moins  que  l'on  ait  a-f-/3  =  ^-f-cT  et  a/3  =  ;J\ 
ce  qui  emporterait  l'égalité  de  a  et  fi  avec  y  et  «T. 

Il  en  sera  de  même  des  produits  d'un    plus  grand  nombre  de  fac- 
teurs: d'où  l'on  conclura  en  général ,  qu'on  peut  toujours  transformer 
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ainsi  le  polynôme  primitif,  en  augmentant  l'indéterminée  x  d'une  quan- 
tité quelconque,  de  manière  que  l'équation  résultante  en  u  n'ait  point 


de  racines  exiles. 

12.  }sous  venons  de  donner,  non-seulement  la  manière,  mai.--  les  loi 
mules  mêmes  par  lesquelles  on   pourra   toujours  trouver  un  diviseur 
d'un  degré  n  d'un  polynôme  quelconque  du  degré  m;  et  nous  venons 
de  démontrer  par  ces  Formules,  que  ce  diviseur  ne  dépendra  (pie  de  la 
racine  d'une  seule  équation  du  degré/*,  savoir: 

m  (m  —  I  )    (m  —  2  )    (  m  —  n  -j-  1  ) 

i  ?.       .       3 n 

Il  suffira  donc  que  celte  équation  ait  une  racine  réelle  pour  que  tout 
le  diviseur  soit  réel;  mais  comme  il  n'y  a,  en  général,  que  les  équations 
d'un  degré  impair,  ou  celles  des  degrés  pairs  dont  le  dernier  ternie  est 
négatif,  où  l'on  soit  assuré  de  l'existence  d'une  racine  réelle,  il  reste  à 
voir  quelles  sont  les  valeurs  de  n  pour  lesquelles  ces  conditions  auront 
nécessairement  lieu. 

Quel  que  soit  le  nombre  m,  il  est  toujours   réductible  à   la   forme 

:>'  i.  /  étant  un  nombre  impair.  Supposons  n  =  2^,  on  aura 

2^  (2U—  l)  (2Û— 2) (gfj— 2-'  +  I  ) 

fj. —  -  - . 

1         .         2  .  3 2' 

ou   bien  ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

_li  J{V  i  —  !)(?,'/  —  2) (2;t  —  2^-t-l) 

_  2*     (2:     —l)(2?      —2) (2?     —  2'4-l)" 

et  divisant  le  haut  et   le  bas  de  cette  fraction  par   af.  ensuite  par  j, 
par    |  ,  etc.  on  aura 

_i(2'i-l)(a.'-'i^l) ._.(2?t— 2»-f    l) 

(2f      _,)(2f-'      _,) 7(2F     _2f+l)" 

Comme  le  numérateur  et  lu  dénominateur  ne  contiennent  plus  que 
des  facteurs  impairs,  et  que  le  nombre  /jl  est,  par  sn  nature,  un  nombre 
entier,  il  s'ensuit  qu'il  sera  nécessairement  impair. 
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Il    suit   de  là  que  tout  polynôme  du  degré  2P i  peut  toujours  avoir 

un  diviseur  réel  du  degré  :>.' ;    le   polynôme   restant  après  la  division 

doue  aussi  réel,  et  du  degré  2f  i — 2f,  savoir,  ?/  (  i — i);  or,  i 
étant  \\n  nombre  impair,  i  —  i   sera  uo  nombre  pair,  qu'on    pourra 

représenter  par  2rA-,  k  étant  un  nombre  impair;  le  polynôme  restant 

alors  du  degré  i-  k,  et  aura  un  diviseur  réel  du  degré  2P  '  c , 
et  ains  di  suite.  Comme  de  cette  manière  tout  nombre  entier  peut 
nu    décomposé  en  un  certain  nombre  de  puissances  croissantes  de  2, 

comme  1  -+-  2f>"*"  r+  etc.  ,  il  s'ensuit  que  tout   polynôme  d'un  degré 

quelconque,  pourra  cire  décomposé  immédiatement  en  un  pareil  nombre 

li    polynômes,  dont  les  degrés  seront  ces  mêmes  puissances  de  deux. 

i3.    11  reste  donc  à  considérer   les   polynômes  dont  le  degré  est   une 
simple  puissance  de  2.  Faisons  dans  la  formule  générale  de  y.- 

p  ni  p  —  1 

m  =  2  ,    et    n  =  —  =2  ,  on  aura 

2  ' 

_  2f  (a?  —  i)(a>  —  2) (af—  gf-'-j- 1) 

^  ""  1     .     2     .      3 2f—  ~ 

-  ''~      (2f      ~0C2f      ~2) (2f _  —  2f~'  +  l) 

"a'-1  (a'-'  — 1)(2'-1  —2) C2'-'  — 2Ï_I  +  «)' 

divisant  le  haut  et  le  bas  de  cette  fraction  par  2P~  ,  et  ensuite  par  2, 
par  4  ?  etc.  .  on   aura 

-  -'(2f       —  i)(2f~'  — 1) (af       —  af-'+i) 

(?p->_,)(2f-a— 1) (2f-'_2f-' +  1  )' 

Comme  tous  les  facteurs  du  numérateur,  à  l'exception  du  premier  2, 
ainsi  que  Ions  le^  facteurs  du  dénominateur,  sont  impairs,  il  s'ensuit 
qtfe  li  nombre  /*,  qui  esl  d'ailleurs  entier  par  sa  nature,  sera  néces- 
sairement de  la  forme  21,  i  étant  un  nombre  impair. 

Considérons  dans  ce  cas  l'équation  en  u;  puisque  le  degré  du   di- 
viseur est  la  moitié  de  celui  du  polynôme,  les  racines  de  cette  équa- 
tion seront  tous  les  produits  qu'on  pourra  faire   en  prenant   la   moitié 
i-  quantités  a,  /3,  y,  etc.  dont  le  nombre  est  supposé  pair.  Donc, 


K  0  TE    X.  201 

puisque  le  produit  de  toutes  ces  quantités  est  h.  il  s'ensuit  que  >i  u  est 
un  de  ces  produits  partiels,  -en  sera  un  autre;  par  conséquent  si  u  est 

une  racine   de   l'équation    dont  il    s'agit,  -  en  sera  une  aussi.  Cette 

équation  devra  donc  demeurer  la  même,  en  y  substituant   -  pour  u. 
Par  cette  substitution,  l'équation 

uf  _  Au^'-f-EV-2  —  C«f'~3-r-etc.— R^+Su*— Tu-f-V=o 

deviendra,  après  avoir  été   multipliée  par  ii?  el  divisée  par  Y. 

u        hT     p—i    ,    /.'-.S     ,«— ?        ft3R     fc— 3    .                  /i."-3C    , 
//' --  u  -j — --  u ~-  u  -f-  etc. - U3 

4-  -v-  " ~  "  +  Y  =  ° ; 

et  comme  ces  deux  équations  doivent  être  identiques,  on  aura 

hT     c        /rS     r       A3R 
A  =  — ,  tf  =  ^=-,  C=  ^-,  etc.  ; 

mais  on   a   trouvé  ci-dessus  Y  =:  h  ,   v   étant  =  ' —  =  -  fi  cause  de 
7/j  =  2/z,  dans  le  cas  présent),  et  par  conséquent  impair;  on  aura  donc 

TrsAA*""1,      S  =  B//-2,      R  =  C/V_3,etc; 

aiu.M,  en  substituant  2V  a  la  place  de  fi,  et  réunissant  les  termes  éga- 
lement éloignés  du  milieu,  l'équation  en  u  deviendra 

u2'  +  //  _  A  (u~'-1  +  h9—1  «)  +  B02'-2-M'-2  «*) 
—  C(tt2'  — 3-M'~3  u3)  +  etc.  =  o. 

i4-  C'est  la  forme  générale  des  équations  qu'on  appelle  réciproques, 
et  qui  peuvent  toujours  s'abaisser  à  un  degré  moindre  de  la  moitié. 

En  effet,  en  divisant  l'équation  précédente  par  u  ,  elle  devient 

—  L      w  H -,     -f- etc.  =  o. 

26 
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Or,  si   l'on  fait   r  =  u  -4-  -  ,    on    aura    ra  =  «*  -f-  —  +  ih . 


_»-3  =  m3  -\ ^-f-  3/i  fu-f-  -Y  et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  tire 


i     h 

u         -'   7 

«    +  -.==7    —  2«, 

k3 

etc.  , 

et  en  général 

-  *CA-4)Cy5)  ft,y-6  +  elc 

Par  le  moyen  de  ces  substitutions ,  l'équation  en  u  du  degré  av,  sera 
transformée  en  une  équation  en  y  du  degré  v,  laquelle  sera  de  la 
forme 

y-(A)y-I  +  (B)/-2-(C)/-3  +  etc.=o, 

en  supposant 

(A)  =  A, 

(B)  =  B  —vh, 

(C)  =  C  —(v-i)hA, 

(D)  =  D  —  (  »  —  2)  /<B  +  -^=^  A», 
etc. 

Ensuite  on   aura  u  en/  par  l'équation  u"  —  uj  -f-  /*  =  o,  laquelle 

donne  u=+ !-^ 3— -. 

i5.  Maintenant  on  voit  qu'il  suffit  de  calculer  directement  la  moitù 
des  coefficiens  A,  B,  C,  etc.  de  l'équation  en  u;  ce  qui  réduit  le  calcul 
à  la  moitié.  On  voit  de  plus  que,  comme  l'exposant  tu  est,  dans  le  i  as 
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présent, un  nombre  de  la  forme  2«,  tétant  impair,  le  nombre  v  sera 
impair,  et  par  conséquent  l'équation  en  y  aura  nécessairement  une 
racine  réelle. 

Mais  pour  cpie  u  ait  une  valeur  réelle,  il  ne  suffit  pas  que  la  valein 
dey  soit  réelle,  il  faut  encore  que  y*  —  ^h  soit  une  quantité  positive. 
Cela  aura  lieu  nécessairement  lorsque  h  a  une  valeur  négative;  ainsi. 

dans  ce  cas .  le  polj  ncme  du  degré  2f  est  résoluble  par  deux  polynômes 

du  degré  2f"  ■  Mais  si  ha  une  valeur  positive,  il  faut  \oir  de 
plus  si    Ton  peut  toujours  trouver  une   valeur  réelle  de^',  telle  que 

r>  \/'- 

16.  Soit  donc^' —  4^  =  -;  qu'on  substitue  dans  l'équation  précé- 
dente en  y,  \Z(z-j-  !\h)  au  lieu  de  y,  on  aura,  après  avoir  fait  dispa- 
raître le  radical  par  l'élévation  au  carré,  et  ordonné  les  termes  suivant 
les  puissances  de  z,  une  équation  en  z  du  même  degré  v,  laquelle  aura 
nécessairement  une  racine  réelle  positive,  si  son  dernier  terme  est  né- 
gatif. Or,  puisque  v  est  un  nombre  impair,  le  dernier  terme  sera  le 
produit  de  toutes  les  racines,  pris  négativement;  ainsi  la  question 
est  réduite  à  voir  si  le  produit  de  toutes  les  valeurs  de  z  est  essen- 
tiellement une  quantité  positive,  en  supposant  que  la  valeur  de  h  soit 
positive. 

Puisque     zz=.y' —  j^h,     et    y  =  u  -{ — ,   on  aura 


Or    u  a   pour  valeurs  tous   les  produits  qu'on  peut  faire  en  multi- 
pliant ensemble  une  moitié  des  quantités  a,  /3,  y,  etc.,  et  nous  avons 

déjà   vu    que   les   valeurs    de   -    sont    les    produits    qu'on    peut    faire 

en  multipliant  ensemble  l'autre  moitié  des  mêmes  quantités;  donc  les 

valeurs  de  u seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  par 

conséquent,  on  aura  toutes  les  valeurs  différentes  de  s,  en  ne  donnant 
à  u  que  la  moitié  de  ses  différentes  valeurs;  il  est  évident  que  le  pro- 
duit de  toutes  les   valeurs  de  z  sera  positif,  si  le  produit  des  valeurs 
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u peut  être  exprimé  par  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens 

a,  b ,  c,  etc.,  car  alors  son  carré  sera  nécessairement  une  quantité  po- 
sitive. 

S'il  n'y  a,  par  exemple,  que  quatre  quantités  a,  /S,  y,  S ,  toutes 
les  valeurs  de  u  seront  a/3,  u.y ,  ctS",  fly,  /3J\  y£-:  et  les  valeurs  dif- 
férentes de  m seront,  en  ne  prenant  pour  u  que  les  trois  premier» 

nroduits, 

a/3  —  y<£,     cty  —  (2S ,     otf  —  &y; 

le  produit  de  ces  trois  quantités  étant  développé,  donne 

*?&<?  +  ^V  +  a/3>3cf  +  aÇyP 
—  z*py  —  a'/S^»  —  a'y'J*  —  fi'y*J\ 

où  l'on  voit  que  la  partie  positive  et  la  partie  négative  sont  chacune 
une  fonction  invariable  et  symétrique  des  quantités  a,  /3,  y,  S  ,  el 
peuvent  par  conséquent  être  déterminées  en  a,  b,  c,  d,  parles  for- 
mules données  plus  haut. 

ij.  Généralisons  maintenant  ce  résultat,  et  désignons,  pour  plus 
«le  simplicité ,  par  P,  Q,  R,  etc.  les  dîfférens  produits  qu'on  peut  faire 
avec  la  moitié  des  quantités  a,  /3,  y, etc.,  en  y  conservant  une  même 
quantité  a,  et  par  p ,  q ,  /•,  etc.  les  produits  formés  par  l'autre  moitié 
des  mêmes  quantités,  ci  que  j'appellerai  réciproques;  .h-  vais  d'abord 
prouver  que  les  quantités  !',  (v>,  11,  etc.  el  leurs  réciproques  £> ,  </, 
r,  etc.  renfermenl  toutes  les  valeurs  de  u.  Ou  a  vu  que  ces  valeurs 
sont  au  nombre  de  u;  el  à  cause  de  m  =  ?.n,  on  a 

',,  (mi  —  i  )  {in  —  a  ). .  . .(»+  i  ) 

™  '  i  2       .        3 n 

D'un  autre  côté,  comme  on  a  supposé  que  les  quantités  V,  Q,  11,  etc. 

contiennent  toutes  une  même  quantité  a,  d  est  clair  que  le  nombre 
de  ees  quantités  sera  celui  de  tous  les  produits  qu  on  peut  faire  en  ni 
prenant  que  n  —  i  quantités  sur  ?.n —  i  quantités:  doue  ce  nombre 
m  ra 

(  ?./;  —  i  )  (  O.n  —  2  )...-..  (  n  -f"  i  ) ft  _ 

_ ~  3 (  Il  _  I  )    ~ '    -  '' 


\  (  )  T  I .     \ 

Donc,  puisque  les  quantités  l\  Q,  11,  etc.  tbrmenl  la  moitié  de  i 

les  valeurs  de  u,  il  suffira  de  prendre  ces  quantités  pour  les  différentes 

valeurs  de  u,clp,  </,  /',  etc.  seront  les  valeurs  correspondantes 
\in>i  il  s'agira  de  voir  si  le  produit 

(P-/O(Q-7)(R-'0 


esl  nécessairement  une  fonction  invariable  des  quantités  x,  3.  -,  etc. 
auquel  cas  mi  sera  assure  qu'il  peut  être  déterminé  rationnellement  par 
les  coefficiens  a,  b,  c,  etc;  D'abord  il  esl  évident  que  toutes  les  per- 
mutations qu'on  peut  faire  des  quantités  /S,  y,  J,  etc.  entre  elles 
ne  peuvent  que  faire  échanger  les  produits  P,  Q,  li,  etc.  entre  eux 
et  leurs  réciproques  en  même  temps  entre  eux;  de  sorte  qu'il  ne  peut 
résulter  de  ces  permutations  aucun  changement  dans  le  produit 

(P-/0(Q-7)(R-'0 


Considérons  ensuite  les  échanges  de  a  contre  chai  une  des  autres 
quantités  /3,  y,  J\  etc.,;  il  est  clair  qu'en  échangeant  a  en  S,  celles 
des  quantités  P,  Q,  R,  etc.  qui  contiennent  à  la  fois  a  et  &,  ne  souffri- 
ront aucun  changement;  il  n'y  aura  donc  à  considérer  que  celles  qui 
ne  contiennent  point  /3.  Or  m  P,  par  exemple,  ne  contient  point 
/S,  comme  les  deux  produits  P  et  /;  contiennent  toutes  les  quantités 
a,  /3,  y,  etc.,  il  s'ensuit  que  S  sera  contenu  dans  /;,  et  ainsi  de- 
autres;  donc,  par  l'échange  de  a  en  (2,  toute  quantité  I'  ou  Q,  etc. 
qui  ne  contiendra  point  /3,  ne  pourra  que  devenir  une  des  récipro- 
ques p,  c/,  /',  etc.  qui  sont  supposées  ne  point  contenir  a;  ainsi  P 
deviendra  par  exemple  y,  ctalorsQ  deviendra  nécessairement  />;  donc 
P — /;  deviendra  i/ — Q,  et  en  même  temps  Q — y  deviendra  p  —  P. 
D'où  l'on  peut  conclure  en  général  que,  par  les  échanges  de  a  en   't. 

y,  etc.,  les  différens  facteurs  P — p,  Q  —  </ .  I!  —  r,  de,   ne  | 

que  rester  les  mêmes,  ou  s'échangei  entn    eux,  en  changeant  en  même 
lie. 

[8.  Maintenant,  si  ou  cherche  le  nombre  des  produits  P,  O,  \\.  etc. 
qui  ne  changeront  pas  par  l'échange  de  a  en  jB,  ce  nombre  sera  celui 
de  ces  produits  où  a.  et  ,3  se  trouveront  ensemhle;  donc  le  nombr< 
total  des  quantités  a,  /3,  y,  etc.  étant  >.// ,  et  le  nombre  do  ces  quan- 
tités dans  chaque  produit  étant  n,  le  nombre  '\t;^  produits  qui  contien 
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(Iront  à  la  fois  a.  et  j6,  sera  celui  des  combinaisons  qu'on  peut  faire 
en  prenant  n —  2  choses  sur  in —  2  choses;  par  conséquent,  il  sera 
exprimé  par 

{211  —  2)  (2/2  —  3) (ra-(-  1) 

1  2 (n  —  2)  ' 

comparant   ce  nombre  au  nombre  v  donné  ci-dessus,  il  pourra  s'ex- 

»  (»—  1) 

primer  par   . 

1  1  in  —  1 

Or  le    nombre  total  des  quantités  P,  Q,   R,  etc.   étant  v,  si  l'on 

en   retranche  le  nombre  ,   on  aura  pour    le    nombre 

2.11  —  1  2n  —  I     ' 

des  produits  P,  Q,  11,  etc.  qui,  par  l'échange  de  a  en  jS ,  se 
changeront  dans  les  réciproques/?,  y,  r,  etc.;  par  conséquent, 
ce  nombre  sera  aussi  celui  des  facteurs  P — p,  Q  —  y,  Il  —  r,  etc., 
qui  changeront  de  signe  par  ce  même  échange;  donc,  tant  que  n 
sera  un  nombre  pair,  et  par  conséquent  tant  que  l'exposant  »«==  in 
sera  une  puissance  de  2  ,  plus  grande  que  2 ,  le  nombre  dont  il 
s'agit   sera  nécessairement   pair;  d'où  il   suit  que  le  produit  total 

(P_/,)(Q_7)(R_r) 


ne  changera  pas  par  l'échange  de  a  en  /3  ;   il   en  sera  de  même  des 
autres  échanges  de   a  en  3.  ,  cP ,  etc. 

Donc  enfin ,  ce  produit  sera  une  fonction  invariable  des  quantités 
a,  /3 ,  y,  etc.,  et  pourra  par  conséquent  se  déterminer  par  des 
fonctions  rationnelles  des  coefliciens  a,  b,  c,  etc.  du  polynôme 
donné.  Donc  l'équation  en  z  du  degré  impair  v  aura  son  dernier 
terme  négatif;  par  conséquent,  elle  aura  nécessairement  une  racine 
réelle  positive  (11"  3). 

(/As 
U j     =  Z  , 
et  «le  là  u =  \/z.    Donc  ,    w*  —  u  i/z  —   h  =  o ,    et   de    là 
u 
u  =  £  \/zdb  t  /(  -,  -f-  h  j  ,  quantité  nécessairement  réelle,    puisque 
nous  avons   supposé  la  quantité   h   positive  (n°   16). 

Donc  tout  polynôme  du  degré  if,  tant  que  p  sera  plus  grand 
jue  l'unité,  soit  que  son    dernier    terme    h   soit   positif  ou  négatif, 
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pourra  se  décomposer  par  les  formules  que  nous   \cuons  de  donner, 

en  deux  polynômes  réels  du  degré  2  ,  et  Ton  aura  ces  deux 
polynômes  à  la  fois,  en  employant  la  double  valeur  de  u.  Donc, 
en  combinant  cette  conclusion  avec  celle  qu'on   a   trouvée  plus  haut 

pour  tout  polynôme  du  degré  2pt,  on  en  conclura  généralement  qu'on 
peut  toujours  résoudre  un  polynôme  quelconque  en  facteurs  réels  du 
premier  ou  du  second  degré. 

19.  En  appliquant  aux  équations  la  théorie  que  nous  venons  de 
donner  sur  la  décomposition  des  polynômes,  on  voit  qu'on  peut  tou- 
jours résoudre  une  équation  quelconque  en  deux  autres  équations  dont 
les  coefliciens  seront  réels  et  ne  dépendront  que  de  la  racine  réelle  d'une 
équation  de  degré  impair.  Or  nous  avons  vu  dans  le  chapitre  Ier,  qu'on 
peut  tout  de  suite  avoir  les  limites  de  cette  racine  par  la  simple  sub- 
stitution des  nombres  naturels  1,  2,3,  etc.;  et  qu'ayant  les  pre- 
mières limites,  il  est  facile  de  les  resserrer  à  volonté  par  des  substitu- 
tions successives. 

Ainsi ,  lorsque  l'équation  donnée  est  numérique,  on  pourra  la 
résoudre  en  deux  autres  équations  numériques  dont  les  coefliciens 
seront  aussi  exacts  qu'on  voudra  ;  et  résolvant  de  même  chacune 
de  celles-ci  en  deux  autres,  ou  parviendra  enfin  à  des  équations 
du  premier  ou  du  second  degré  ,  lesquelles  donneront  par  conséquent 
immédiatement  toutes  les  racines  réelles  et  les  racines  imaginaires. 
De  là  naît  une  méthode  de  résoudre  les  équations  numériques,  qui 
est  indépendante  de  la  recherche  des  limites  entre  racines,  et  qui,  à 
cet  égard,  parait  avoir  quelque  avantage  sur  la  méthode  des  deux  pre- 
miers chapitres.  Mais  d'un  autre  côté,  il  faut  avouer  qu'à  l'exception 
de  quelques  cas  particuliers  où  la  décomposition  de  l'équation  est 
facile,  celte  méthode  sera  impraticable  par  la  multiplicité  et  la  lon- 
gueur des  opérations  qu'elle  peut  demander.  Aussi  l'objet  principal  de 
cette  Note  est  de  prouver  à  priori  la  possibilité  de  la  décomposition 
des  polynômes  et  des  équations  en  facteurs  réels  du  premier  ou  du  se- 
cond degré,  objet  qui  n'avait  pas  encore  été  rempli  d'une  manière 
directe  et  complète. 
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NOTE    XI. 

Sur  les  formules  d'approximation  pour  les  racines  des 

équations . 

JNous  avons  vu,  dans  la  NoteV,  que  la  méthode  de  Newton  consiste 
à  substituer  successivement  dans  une  même  fonction  les  résultats  des 
substitutions  précédentes;  ainsi  l'on  peut  réduire  en  formule  le  résul- 
tat général  de  ces  substitutions. 

i.  Soit  Fx  =  o  l'équation  proposée,  et  a  la  première  valeur  ap- 
prochée d'une  des  racines  de  cette  équation.  Suivant  la  méthode 
dont  il  s'agit ,  on  substitue  a  -J-  p  à  la  place  de  x,  et  l'on  rejette 
dans  le  développement  tous  les  termes  où  p  monte  au-dessus  de  la 
première  dimension. 

Par  le  développement  connu  des  fonctions,  l'équation  Tx  =  o 
devient 

Frt  +  pF'a  +Ç  F" a  +  etc.  =  o. 

et  se  réduit    d'abord    à   Ya-\-pY'a=z  o,   d'où    l'on    tire   p  =  —  p^. 

Ainsi  a  étant  une  première  approximation,  si  l'on  fait  b  = —  p-  , 
on  aura  a-\-b  pour  seconde  approximation,  et  celle-ci  donnera  de  la 
même  manière,  en  faisant    c  =  —     ,  ,  la  troisième  approxima- 

tion a-f-£-f-c,  et  aiusi  de  suite;  de  sorte  que  la  valeur  de  a:  sera 
exprimée  par  la  série  a-\-b-\-c-\-d-)-  etc. 

Or,  je  remarque  que  si  h  est  une  quantité  très  petite,  la  valeur 
de:  Y(a-\-b)  sera  très  petite  de  l'ordre  de  b*  ;  car   le  développemenl 

de  F(«  +  b)  donne  Va  +  l>V'a  H ¥"a  -\-  etc.  ;    mais   b  =  —  ~  ; 
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donc  Y  (a  -\-  b)  z=  —  Y"  a  -f-  etc.  ;    donc  ,    puisque   c  =3  —    ,  '       ,   , 

la  \aleur  de  c  sera   aussi  du   même   ordre  b'.    De    même,   la   valeur 
de  F (rz -f- Z> -f- c)  sera  de  l'ordre   de  c*,    et  par  conséquent   de    Tordre 

de  h-,  car  F(,;+/,+c)  =F(rt+Z<)-f-cF'(«+^)  +  |  Y"(a-\-b)-\-  etc.; 
mais  c  =  -  |^±!  ;   donc  F(a  +  4  +  c)  =  £  F"(a+Ô)  +  ele.  : 

donc,   puisque    <7  = —    ,.     ,     --— ^ :  ,   la   valeur   de   r/  sera   aussi   de 

l'ordre    de   Z>;,  et    ainsi    de    suite.     D'où  il   suit   que  si   Fa    est    une 
quantité    très   petite,   l'erreur  des  approximations  a  -\-b  ,  «  — f—  Z»— f- <?, 
a -f-  b  -\-c  -f-a,   etc.  sera  respectivement  de  l'ordre  des  puissance 
4,8,  etc.   de  Y  a. 

Ce  procédé  est  assez  commode  pour  le  calcul  arithmétique  ;  mais 
si  l'on  voulait  avoir  une  formule  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  Y  a .  il  faudrait  développer  successivement  toutes  les  fonctions , 
et    I  on  trouverait  la   série 

!i"  (*'")'*"'"     1     (Fa)t'"V  (Fa)3(F"a)° 

F'a   "    '    2(F'a)3    "t"  2.3(Fa)<  aCF'a)5        "*"   CU"' 

2.  On  pourrait  parvenir  plus  simplement  à  cette  formule ,  en  tirant 
la  valeur  de  p  de  l'équation 

Ta  +  pF'fl  -f-  £  F"a  -f-  £1  F'"a  -f-  etc.  =  o  ; 
on  aurait  d'abord 

P  =  -  P  -  4r  (P-  F'a  +  4  Va  +  etc.)  , 

r  I    ,  l'a  \  ?.  2.3  '  /  ' 

et  l'on  substituerait  successivement  les  premières  valeurs  de  p  dans 
les  termes  qui  contiennent^*,  /?*,  etc.;  ou  bien  on  supposerait  tout 
de  suite 

p  z=  AYa  +  B(F«)*  -f-  C(Ya)3  -f  etc. , 

et  égalant  à  zéro  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  Ya  ; 
ce  qui  donnera  les  équations  nécessaires    pour  la    détermination   des 
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coeflicieus  indéterminés  A,  B,  C,   etc.,   on  aurait 
AV'a  -f-  i   =  o, 

BF'a  +  —  F"a  =  o  , 

1         2 

CF'a  +  ABF"«  +  J3  Y"'a  =  o , 
etc. , 

d'où   l'on   tire 

A    =    —    pT^"  , 


Va 
¥"a 


s  • 


2(F'a) 
(         -    _   -£fL 


2(F'a)4  ~   a.3(Fa)*: 


etc., 


et   la  série 


a  -f-  AFa  -f-  B(F«)«  +  C(Fa)?   +  etc.  , 


se,ra  la  même,  que  celle  qu'on  a  trouvée  ci-dessus;  ce  qui  prouve  la 
correspondance    des  deux  méthodes. 

3.  Mais  on  peut  arriver  à  ce  même  résultat  par  une  autre  mé- 
thode plus   directe  et  plus  analytique. 

La  question  consiste  à  tirer  de  l'équation  ¥(a~{-p)  =  o,  la 
valeur  de  p  eu  série.  Je  puis  regarder  la  quantité  a  comme  une 
fonction  d'une  autre  quantité  a,  et  supposer  que  a  devienne  «-f- p 
lorsque    a.    deviendra    et  -f-  i.   Ainsi  ,    comme    a    devient    en  général 

ja  ^3 

ti  -f-  id  +  -  a"  -f-  — 5  a ;  -f-  etc.  ,  lorsque  a.  devient  a.  -\-  i  ,  on 
aura 

p  =   id  +  \  a"  +  ^  a'"  +  etc.  ; 

ii '1111111'  la  quantité  a  est  indéterminée,  je  puis  la  supposer  telle, 
que  l'on  ait  Fa  =  a  ;  alors  Y(a -+- p)  deviendra  x  -f-  i ,  et  l'équa- 
tion F(a -f- /?)  =  o    sera    a  -f-  i  =  o,   laipielle   donne   sur-le-champ 
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i  —  —  a  = —  Fa  :    de   sorte  qu  on    aura 

p  _  _  «'Fa  +  £  (F«)'  -  ^  (Fa)s  +  etc., 

et  il  n'y   aura  plus  qu'à   trouver    les  valeurs  de  «',  a",  «'",  etc. 

«  es  valeurs  sont  les  fonctions  dérivées  de  «,  considérées  comme 
fonction  de  a;  or  on  a  pour  la  détermination  de  a  en  a,  l'équation 
Fa  =  a.  ;  donc,  si  l'on  prend  les  fonctions  dérivées  relativement 
à  a.  en  regardant  a  comme  la  fonction  de  a,  et  qu'on  désigne  . 
comme  on  l'a  l'ait  plus  haut  ,  par  F'a,  F"«,  F'"«,  etc.  les  fonctions 
dérivées  de  Fa,  par  rapport  à  a ,  les  fonctions  dérivées  de  Fa, 
F'«,  etc..  relativement  à  «,  seront  «T'a,  a'F"a ,  etc.,  et  l'équation 
Fa  =  a.  donnera   d'abord  a'Y'a  =  i  ,  d'où  l'on  tire 

«'  =  «-, 

et  de  là,  en  prenant  toujours  les  fonctions  dérivées,   el   substituant 
cette  valeur  de  «', 

„  a'F"a  F"a 


(F<0-  (F'a)3' 

r/ 1'  a    ^^  3a'(  F 

{Fàp  "+"  "(FV 

F"a  3(F"a)" 


/ï'"—  "T"«  3a'(  F'«)- 

"  (Fa)>  "*"  (F'a)* 


(Ffl)<      '  (Fa)s   ' 

etc. 

On  peut  trouver  ainsi  successivement  les  valeurs  de  a',  a", 
a'",  etc.,  par  lesquelles  on  pourra  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra 
la  série 

a  —  a' F  a  +  ^  (Fa)'  —  ^  (Fa)3  +  etc.  , 

qui  exprime  la  valeur  de  x  dans  l'équation  Yx  =:  o,  et  Ion  aura  la 
même  série  qu'on  a  trouvée  ci-dessu>. 

Cette  formule  revient  à  celle  (\iiEuler  a  donnée  dans  la  seconde 
partie  du  Calcul  différentiel  (chapitre  IX  ,  art.  234)-  On  voit  par 
un  Mémoire  de  Courtïvron ,  imprimé  dans  le  \olume  de  l'Académie 
des  Sciences,    pour   l'année     i~'\4-    '[u'Euler  l'avait    déjà    trouvée   à 
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cette  époque,  et  l'on  peut  la  compter  au  nombre  des  découvertes 
dont  il  a  enrichi  l'Analyse.  Par  la  manière  dont  nous  venons  de 
la  présenter,  elle  est  une  suite  naturelle  de  la  théorie  du  dévelop- 
pement des  fonctions. 

4-  Nous  allons  maintenant  rapprocher  les  résultats  précédens  de 
ceux  qu'on  peut  tirer  des  séries  récurrentes.  Suivant  la  méthode 
exposée  dans  la  Note  VI,  pour  avoir  la  valeur  de  la  racine  p  d< 
l'équation 


Fa  +  pï'a  +  p-  Y" a  +  f^  F'"a  +  etc.  =  o , 
il    faudrait  développer  la  fraction 

Ta  +  pF"a  +  -  F*"  +  etc. 


Fa  +  />F' a  +  —  F' a   ~f"  etc- 


suivant  les  puissances  de  p;  et  si   rïpf*    et    ^p         sont  deux  termes 

T 
consécutifs,   on  aura  y  pour    la  valeur   de  p,  d'autant    plus    exacte 

que  ces  termes  seront  plus  éloignés  du  commencement  de  la  série. 

Dans   la  méthode   ordinaire,  les   termes   d'une    série  récurrente    si 
forment   les  uns  d'après  les  autres;  mais   cette  manière,   qui  est  très 
commode  pour  le  calcul  arithmétique,  n'est  pas  propre   à    donner  le 
terme  général  en  fonction   des  coeihciens  de   l'équation  .  et   il   faut  , 
pour  cela,  employer  d'autres  moyens. 

5.  Pour  donner  à   cette  recherche  toute  la  généralité  dont  elle  est 
susceptible,   je  vais  considérer  la  fonction   fractionnaire 

çx 


u  —  x  +fx  ' 

dans  laquelle   je   suppose  que    fx  et    <px    sont    des   fonctions    de    x 
telle.,   (pie 

fx  =  A  -f-  hx  -f-  Cx'  -f-  Dx3  -+-  etc. 
<fx  s  P   +  Qx  ■+•  fia:'  +  Sx3   +  eU 
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Je  représente  par 

(o)  +  (i)ar  -f-  (2)*1  +  (3>?3  +  etc. , 

la  série  résultante  du  développement  de  cette  fonctiorj  ,  suivant  les 
puissances  de  x,  et  je  me  propose  de  trouver  l'expression  du  coef- 
ficient («)  de  la  puissance  x". 

Je  commence  par  développer  la  fonction  suivant  les  puissances  de  jx 
j'ai   la  série 

_<_*__    ç_vA    +    *i£l. .  +  ,,,,, 

u —  x  (</ — .v)a  (k —  .y)' 

je  considère  chacune  de  ces  fractions  en  particulier,  et  je  cherchi 
les  termes  multipliés  par  x"  qui  peuvent  résulter  île  leur  dévelop- 
pement. 

La    fraction  donne  la  série  connue 

u  —  x 

laquelle  étant  multipliée  par  la  série  représentée  par  <px,  donnera 
les    termes  suivans,   affectés  de  x", 

/  P       .    Q  R  S  \ 

t?R+5  +  ï?=ï  +  5=5+elc.)«-, 

où     il    faut  remarquer  que ,  comme  les   puissances    de    u   dans   les 
dénominateurs    vont    en    diminuant,    il    faillira    s'arrêter    au    term< 
divisé  par  u. 

6.  Or,  si  l'on  considère  la  fonction  <px ,  qu'on  la  divise  par  xn+\ 
qu'ensuite  on  y  change  x  en  u,  et  qu'on  ne  retienne  que  les  termes 
divisés  par  u  ou  par  des  puissances  de  u,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
aura  de  cette  manière  la  série  qui  multiplie  x"  Donc,  la  partie  mul- 
tipliée par  x"}  provenant  de  la  fonction  ,  pourra  être  représen- 
tez                                                                         .                                      .  *    , 

tee  par  — -^-,  x",  en  ayant  som  de  ne  retenu  que  les  termes  de  -~  qui 
auront  u  au  dénominateur. 

De  la  même  manière,  si  l'on  cherchait  la  partie  multipliée  pai 
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provenant   du  développement   de  la   fraction    — ,     suivant    les 

puissances  de  x.  on    trouverait    — r~^  xf,    en    ne    retenant   dans 

n-n      flue  ^es  tcrmes  fIu'  auraient   une   puissance    de   u  au  déno- 

minateur.   La   quantité   ^~-    est    donc  identique    avec     le    coeffi- 

Cx  X  /x 
cient    de    x"    dans    le   développement    de    — — —  ;    donc    l'identité 

subsistera  encore   entre  les  fonctions  dérivées  relativement  à  u:  d'où 

il  suit  que   la  fonction  dérivée   de  ^ — ,  que  nous  dénoterons  par 

V   "  ^i  ') ,  sera   égale  au  coefficient  de  xn   dans   le   développement 

de  la  fonction  dérivée  de  — — —  relativement  à  u. 

u  —  .r 
Or,  comme  u  ne  se  trouve  ici  que  dans  le  dénominateur,  et  que  la 
fonction  dérivée  de  — - —  est —  , ri,  on  en  conclura  tout  de  suite 

u  —  x  (u  —  x) 

(lue  \"  n-J)  x"  sera  'a  Pai'tie  du  développement  de  —     J  ,  «j  ui 

sera  multipliée  par  x",  en  avant  toujours  soin  de  ne  retenir  dans  la 
fonction  ?"  |+,",    et  par  conséquent  aussi    dans   sa    fonction    dérivée 

(9X  ot,     j  >  que  les  termes  qui  auront  u  au  dénominateur. 

On  trouvera  pareillement  que  la  partie  multipliée  par  x'  dans  le 
développement  de  **  _  * ,  suivant  les  puissances  de  x,  sera  exprimée 
par  ^U      ,  ",  en  ne  retenant  que  les  termes  divisés  par  des  puissances 

de  u;  donc  l'identité  subsistera  encore  à  l'égard  des  fonctions  dérivées 
relativement   à  u  ;  par  conséquent,    la  seconde   fonction  dérivée   de 

?"*/-  relativement  à  u,  que  nous  dénoterons  par  (J" ^/>  ")  ,  sera 
encore  égale  à  la  partie  affectée  de  x"  dans  le  développement  de  la  seconde 

fonction  dérivée  de  Î5L1,  Mais  la  première  fonction  dérivée  de  -- ■ 

étant  —  ; — '—xi,  la  seconde  sera  -, — ^-3;  donc,   divisant  par  a,    ou 


\'iir.  xi  2,5 

en  conclura  que  f^+î)  x"  sera  'a  partie  du  développement  de  ^^— ^ 
qui  sera  multipliée  par  x",  en  ayant  soin  de  ne  retenir  dans  la  valeur 
de  (■{+.[)    que  les  termes  divisés  par  des  puissances  de  u. 

On    prouvera    par    une    analyse    semblable,    qu'en    dénotant    par 
(    T"    "-,  )    la  troisième  fonction  dérivée,  relativement  à  a.  de  la  fonc- 

tion  -«-5—57,  »  et  supposant  qu'on  ne  retienne  dans  cette  (onction  que 
les  termes  divisés  par  des  puissanees  de  u,  la  partie  multipliée  pai    1 
dans  le  développement  de  —      — ,  suivant  les  puissances  de  .c,  sera 

.     .  /  0«/":i«  \*  .... 

exprimée  par  f  -  ,  „-+,  j    x";  et  ainsi  de  suite. 

Dune,  en  rassemblant  toutes  ces  parties,  un  aura  l'expression  com- 
pléte   du   tenue  (n)  X"  du   développement   de    la   quantité . 

v     '  ll  '  U  —  X  -+-/.V  ' 

suivant  les  puissanees  positives  de  .t,  et  l'on  trouvera 

en  avant  soin  de  ne  retenir  que  les  tenues  qui  contiendront  des  puis 
sances  négatives  de  u. 

-.   Nous  remarquerons  ici  qu'en  prenant  encore  successivement  les 
fonctions  dérivées  suivant  u,  on  pourra  avoir  les  expressions  des  termes 

multipliés  par  x"  dans  les  développemens  de  ; — r-.de^ — . 

de  (K_^J+/-v-ni  etc.   Ainsi  en  désignant  par  («)',  («)",  («)'",  etc.  les 

limitions  dérivées,  première,  seconde,  etc.  dé  la  fonction  de  u  dési- 
gnée par    («),  on  aura 

-{n)'x\      (»)"f     _(„y«.il,elc.     . 
pour  les  expressions  îles  termes  dont  il  s'agit.  Et  pour  as  mi   les  valeurs 


>  I 


6  NOTE    XI. 


de  («)',  («)",  etc.  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  un  trait,  deux  traits,   etc. 
aux  fonctions  -5+3,  (    nj~\  ,  etc.  de  l'expression  de  (n). 

S.  Supposons  qu'on   demande  le  terme  général  (n)  x"  de  la  série 
provenant  du  développement  de  la  fraction  rationnelle 

P  +  Q* 


I  —  IX  COS  a  -f-  x' 


On  divisera  d'abord  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  2  cos  a 
pour  le  réduire  à  la  forme ~rT>  et  ^on  aura  Par  ^a  comparaison 

avec  cette  formule 

P       .       Q 

<px  = H —  x , 

0  rrti  t.\  o  PAC  ai  ' 


/*  = 


2  C05  a  2  COS  ai 

I 


2  COS  »  2  COS  u- 


Donc  on  aura 


Donc 


p        1       Q 

(pu  = H -^—  u, 

2COSa>  2C0Stti 

/"  =  — ,   /3"=r- 

•/  2  COS  ai'      ^  (2COSai) 

f3uz=  -. tj,  etc. 

■^  (2  cos  uy 


«n+1  ~    2C0S0I     ^^      2C0S»' 

<puXfu__  Vu-"-*-'  Qw— " 

Hn-1-'  (2C0Sa>)*~'~(2COSa')ï: 


V  ) 


(pM  x/a» P"-"4-3    ,    Q« 


u"-*-'  (2  cos  a )3  (2  cos  ai)3' 

En  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  u,  on  aura  donc 
/<pu  X  /mV  _         (»— QPm—  _  («— 2)Qi«-B*' 

\     ;t"+'      /    :  "  (2  COS  a.)2  (2  COS  »)'         ' 

/<puXfu\''  _  (»  — 3)(n— a)Pii— *- 

\     2a"4"    /  2  (2  COS  ai)3 


(„  — 4)(„-3)Q» 

2  (2  COS  O") 

etc. 


— n-»-» 


*  «»  ^o   «-.rve  /m  W 
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et  par  conséquent 

r  \       P  /'"*"'         (»-■)»"         >  —  3)  ("  —  a)  """"  ,    \ 

V1)  —   ^  \ïCOi»  (2C0S«)a  "^  2(2C0Sa-)J  / 

_i_  H  f""    _  ("-g)"--'    i    (»-4)("-3)h-*°  _         \ 

~t~  ^   \2  COS  «  (2  COS  a)1        ~  2(2  COS  «)3  ) 

où  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  au  lieu  de  ?<  sa  valeur  . 

I  1  2  COS» 

On  aura  ainsi 
(n)  =  P  [(acosû))»—  (»— 0  (2cos^)-'+("~3)^(/i~2)  (2COSffl)»-< 
_  („-5)(ra-4)(*-3)  (a  c-os  *)-s  +  etc.  ], 

+  Qr(2cosa))"-— (/z  — 2)(3cos&))— 3  +  -~4)3("~3)(2cosa.)a-5 

Y„_6)(n  —  5)(«  —  4)  ,  .„_,    .  -1 

—  - '— ^A —  (2  eosû))"   3-f-ctc.     , 

où  il  suffira  de  ne  point  admettre  de  puissances  négatives  <le  cosûj. 

Cette  expression  peut  se  réduire  à  une  forme  plus  simple,  en  >'in- 
ployant  les  formules  connues  des  sinus  «les  angles  multiples:  on  aura 
par  ce  moyen 

(n)  =  P — ^ — +  Q  — — , 

v    '  sin  a  v    sin  a. 

comme  Euler l'a  trouvé  dans  l'Introduction  à  l'Analyse:  mais  la  for- 
mule précédente  a   l'avantage  de  pouvoir  s'appliquer  facilement   aius 
fractions  dont  le  dénominateur  est  une  puissance  quelconque. 
En  effet,  pour  la  fraction 

P+Q*    

(1  —  2.r  cos  a  +  ar1)*  ' 

on  aura  le  terme  général  — (ri)'  x":  et  en  prenant  la  fonction  dérivée 
de  l'expression  de  (n)  en  u,  on  aura 


-w=p( 


(/i+l)«_n-i         (;; —  l)nu-"-' 


2  cos»  (2  cos  a)'' 

-2)  (n — i)  u-" 
1  COS a)1 
(n  —  2)  (n  —  I  )  u~ 


(n-3)(n-2)(B-l)»-'  _  ^ 
2  (2  COS  a>y 


(2  cos<k)s 


\  2  COS  a 

(n  — 4)(n-3)(W  — a)«— "  _  \  . 

2  (2  COS  a)3  /  ; 


a8 
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et  substituant  pour  u  sa  valeur  ,  il  viendra 

1  2  cos  * 

—  (n)'  =  P  Hn  -f-  i  )  (2  cos  &>)"+'  —  (n  —  1  )  n  (2  eus  û»)»-' 

.    (m  —  3)  (n  —  2)  (« — 1)  -  .      ,  n 

-f-  s '— — -  (2  cos  a>y   '  —  etc.     , 

-f-Q  I  n  (2Cosû))'  —  (n  —  2)  (n —  1)  (2  cos  «y)"-* 

(„  _  4)  („.  _  3)  („.  _  o)  ,  .  _ .  -i 

-f- - î-'-i— — £-i -(2Cos«)"   4  —  etc.     , 

où  il  suilira  aussi  de  pousser  les  séries  jusqu'aux  puissances  négatives 
de  cosû)  exclusivement,  et  ainsi  de  suite. 

9.  Reprenons  maintenant  l'expression  générale  en  u,  du  coefficient 

(n)  de  la  puissance  x"  dans  le  développement  de  la  fraction ~t~f  ;  et 

supposons  que  le  numérateur  <pjc  soit  1  — j  x -,  ou  plus  généralement  - 
de  la  forme  ~\x  (1  —  f'x),  c'est-à-dire  qu'il  soit  le  produit  de  la  fonc- 
tion dérivée  du  dénominateur  prise  négativement,  par  une  fonction 
•J/X,  qu'on  suppose  entière  et  rationnelle.  Faisant  la  substitution  de 
4.11(1— J'u)  au  lieu  de  (pu,  on  aura 

(    ,  4>u_        4uXf'u         /^uXfu\' f<buXfufu\' 


/  v'1    s*.  Y        y»   r  n      1  /  vu  Y  F" 


et  par   conséquent 

Donc  faisant  ces  réductions,   et  supposant  pour  abréger 
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on  aura 

(n)  =  *«+  *'u  x>  +  Ç'U*S°H\ 

+  (2^S)-  +  «ic. 

Cette  formule  servira  à  trouver  l'expression  du  terme  général  (/z)  x" 
dans  le  développement  de  la  fraction 

u  —  x+fx  ' 

suivant  les  puissances  de  x,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  ne  retenir  que 
les  termes  qui  contiennent  des  puissances  négatives  de  u. 


— n — 1 


10.  Supposons  -\>x  =  1 ,  et  par  conséquent  -^u  —  1 ,  •vî'a  =  zz 
on   aura  le   terme  général  (n)xn    du  développement   de  la  fraction 

; ■.!■./■•  ^'  '  s'  a">  @>  y^  eU7,  sonl;  'es  racines  de  l'équation  u—x-^-Jx=o. 

ce  terme  sera  exprimé  par 


(^  +  jFR  +  yT-  +  etc.)  a", 

par  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  Note  VI  (n°  6).  On  aura  donc,  en 
mettant  «  à  la  place  de  n  -f-  1 , 

i  +  ^  +  ,7  +  etc. 

en  ne  conservant  que  les  puissances  négatives  de  «. 

n.  Soit  proposée,  par  exemple,  l'équation 
a  —  bx  -f-  ex'  =  o , 
dont  les  racines  soient  a  et  /3. 

On   la  divisera   par  b   pour  la    réduire  à   la  forme  u  —  x-\-jx,  on 

ex"1  n 

,uira/r  =  — ,  el  la  videur  de  «  sera  -.   Donc  changeant  a;  en  «  dans 

28.. 
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jx.  on  aura /«  =  -y,  et  de  là 


/    „yf  /•  nuit.  /    n\/  /.  ne  u 

(u   ")   Xju   = — - ,     («-■)'  Xj'u  = — 

(m—)'  X  /"«  =  —  nc'u~"+5 ,  etc.  Donc 


U" 
»(w  —  5)(/t  —  4)^  +3 

^3p  "        -h  etc., 

où  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  u  =  -.  On  aura  ainsi 

?  "*"  $n  ~~  W       "6  w     ~*~       il?       w 

ra(ra  —  5)(/i—  4)c3  /A\""3 


2.36:i 


© 


-+-  etc. 


en  continuant  cette  série  tant  qu'il  y  aura  de  puissances  positives  de  -. 

Si  l'on  voulait  avoir  la  somme  des  puissances  positives  a"-f-^",  il  n'y 
aurait  qu'à  considérer   l'équation  axl —  hx  -f-  c  =  o,  qui  résulte  de 

l'équation  précédente,  en  changeant  x  en  -,  et  dont  les  racines  sont 

pur  conséquent  -et-;  ce  qui  ne  demande  que  de  changer  a  en  c  et  c 
en  a.  On  aura  donc  ainsi 


12.  En  général,  a,  /S,  ;  .  etc.  étaul  les  racines  de  I  équation 


u —  x  +  Jx  =  0, 
in  aura 

u  —  x  -\~  /x  =r  k  (x  —  et)  (x  —  /3)  (x  —  y) 

k  étant  le  coefficient  de  la  plus  liante  puissance  de  .r  ;  et  prenant  les 
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fonctions  dérivées  de  part  et  d'autre. 

—  ,  +fx=k(x  —  j8)(«  —  y)...  +A-(.r—  et)  <>  —  >).. 
+  *(*  — *)(*  — /3)....; 

donc  divisant  et  changeant  les  signes, 

I  —  f'x  i         .        I         .         I 


il  —  .X'  —  fx  a  —  x  (3  —  x  y  —  .v 

et  multipliant  par  -vL-*"  j 


etc. . 


*<»-ff>  =  jfe.+  *L  +  JS_  +  etc. 

«  —  .v  +  f  x  a  —  .v         fi  —  x  y  —  .r 

Or  4^  étant  supposé  une  fonction  entière  de  x,  on  pourra  la  di- 
viser par  et  —  x,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  sans  x;  et, 
pour  trouver  tout  de  suite  ce  reste,  il  n'y  a  qu'à  considérer  que 
4<a  —  «\,x  est  divisible  para — x ,  le  quotient  étant  une  fonction 
entière  de  x  et  a,  que  nous  désignerons  par  F  (x,  a);  et  si  ^x est 
une  fonction  du  degré  m,  il  est  clair  que  F(,r,  a)  sera  du  deeri 
m — i.   Donc,  puisque  4a  —  -^x  =  Y (x,  a)  x  (a  —  x),  on  aura 

4,x  =  %J/a  —  Y  (x,  a)  X  (a  —  x);  donc  -^-  =  —  F(x,  a)  -| iï-, 

(  )n  trouvera  de  même    v-t    =  —  F  (x,  /3)+  — —  ,  et  ainsi  des  autres. 

P  "—  x  (s  —  x 

Donc,  en  faisant  ces  substitutions,  on  aura 

*£=£*>-  =  -  F(«,  a)-  F(«,  0)  -F(a-,  y)-etc. 
+  -il_+4£-f.j!2LH.etc. 

«  —  X  li  —  X  y  —  v 

En  résolvant  ces  fractions  en  séries,  on  aura  après  les  m —  i  pre- 
miers termes,  dans  lesquels  se  fondent  les  parties  entières — Y(x,a\ 
—  1  (x ,  /3),  etc.  une  suite  régulière  dont  le  terme  général  sera 

(^  +  ^  +  ;fe  +  etc.)*»: 

de  sorte  qu'on  aura,  n  étant  >  m, 
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C'est  le  terme  général  de  la  suite  récurrente  qui  résulte  de  la  fraction 

^"(i — f'x)  ,1  .  n  .      ,,, 

u_x1  / ;   exprime  par  les    racines  a,   /3,    y,   etc.    de    lequation 

u  —  x  -\-fx  =  o. 

En  comparant  cette  expression  avec  l'expression  générale  de  (n) 
en  u  trouvée  ci-dessus,  et  mettant  pour  plus  de  simplicité  n  à  la 
place  de  n-f-  i,  on  aura 

S  +  ^  +  7  +  etc 

.     /+'«  Xf3u\" 
+  V       a.3       )    +  CtC-  ' 

où  *^«  =  — ,  et  où  l'on  ne  doit  retenir  que  les  termes  qui  con- 
tiendront des   puissances   négatives  de  u. 

i3.  Supposons  maintenant  que  l'exposant  «  soit  infiniment  grand, 
en  sorte  que  le  terme  (n)x'~\  auquel  il  répond  dans  la  série  récur- 
rente, soit  pris  à   une  très  grande  distance  de  l'origine,   on  pourra 

alors  regarder    la  fonction    Vu  =  — -  comme  ne    contenant  que   des 

puissances  négatives  de  u,  et  même  toutes  les  fonctions  Vu  X  fu, 
Vu  x  f*u ,  etc.,  comme  ne  contenant  aussi  que  des  puissances 
négatives  de  u;  du  moins  cette  supposition  sera  d'autant  plus  exacte, 
que  le  nombre  n  sera  plus  grand.  Dans  cette  hypothèse,  il  n'y  aura 
aucun  tenue  à  rejeter  dans  l'expression  de  (n),  et  l'on  pourra  regar- 
der la  série 

*«  -f-  Vu   X  fi   -h    (^ ~~)   ■+■  (^ T^—J  +  etc  " 

comme  allant  à  l'infini  sans  aucune  interruption. 

il  Or,  j'observe  que  toute  série  de  cette  forme,  dans  laquelle 
Vu  et  fu  sont  des  fonctions  quelconques  de  «,  a  cette  propriété 
remarquable,  que  si  on  la  multiplie  par  une  autre  série  semblable, 
dans  laquelle,   à  la  place  de  la  fonction  "Vu,  il  y  ait  une  autre  fonc- 
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tion  quelconque  Uu,  le  produit  sera  encore  une  série  semblable . 
mais  dans  laquelle  il  y  aura  faxllK  à  la  place  de  Sr*u.  En  effet, 
si  l'on  multiplie  ensemble  les  deux  séries 

*„  +  -^o  x  /u  +  ( ^~J  H-  ^   tj     J  +  etc. . 

n«  +  n'«  x  /«  +  ( — ^)  4-  (    2  J  -)  +  etc., 

on  a 

■*•«  x  n« 
-f-  (■*«  x  n'w  -+-  n«  x  Vu)fu 

+  *a  fé!tZ£»y+  <yu  x  n'a  x  /•« 

+   n"  \ T-)  > 

etc. 

Or,  *u  x  n'«  +  n«x  Vu  =  (*«  x  nu)', 

/rfa  y^y=  i  n"«  x  /•«  +  n'«  x  /«/'«, 

donc  la  série  devient 

•*•«  x  n«  +  {-^u  X  n«)'/à 
H-  -i  (•*■«  x  n"u  +  2*'u  x  n'?i  +  n«  x  *"«)/•« 

+  (■*«   X   Uu)'fuf'u  -f-  etc., 
savoir  , 

*«  x  nM  +  (*«  x  n«)'/«  +  ((*"x"")7-^)'  -f-  etc. 

Et  l'on  trouvera  la  même  chose  en  poussant  la  multiplication  plus 
loin,  et  eu  rassemblent  les  termes  qui  contiennent  les  mêmes  di- 
mensions de  fu. 

Donc  en  général,  si  l'oa  dénote  par  (~^u)  la  série  qui  contient  la 
fonction  ^u  ,  et  de  même  par  (n«)  la  série  qui  contient  (Uu) ,  la 
fonction /m  demeurant  la  même  dans  les  deux  séries,  il  résulte  de  ce 


224  NOTE    XI. 

que  nous  venons  de  trouver,  que  l'on  aura 

(■*•«)   X   (Ilu)  =  ("Pu   X   Hu); 

et  comme  cette  propriété  a  lieu  quelles  que  soient  les  fonctions 
Vu  et  Ilu.,  si  l'on  lait  Vu  X  riu  =  <ï>w,  on  aura  (Vu)  X  (Ilu)  =($?/); 

.„    .  (<t>u)  ■       n  Ou         .  (*k)  /*«\        ;      .    -     v 

donc  (nu)  =  7-—^  :    mais    11k  =   -,  donc  7— r  =  (  —  J,  cesl-a-dire 

que  le  quotient  de  deux  séries  semblables ,  lesquelles  contiennent  deux 
fonctions  différentes,  $u  et  Vu,  sera  aussi  une  semblable  fonction 
qui  contiendra    le  quotient   de  ces   mêmes  fonctions. 

i5.  Donc,  si  l'on  prend  deux  nombres  très  grands  ,  n  et  n  -f-  /•, 
dont  la  différence  r  soit  un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif, 
le  quotient  de  la   quantité 

iî  _j_  if  4.  ^  _i_  etc 

An  1-    /8»  1-   >B    1-  etc., 

divisée    par    la  quantité 

±L  jl.  _ii  4_   J^2l  _i_  etc 

sera  exprimée   par  la  série   infinie 

"Pu  -f-  f«  x  /û  +  ( ^£ — j    -f-  etc.  . 

en  faisant   ^uz=  —   divisé  par  -75-,  c'est-à-dire  Vuz=u. 

D'un  autre  côté,  «  étant  un  nombre  infiniment  grand,  il  est 
\  isible   que  les  deux  quantités  ci-dessus  se  réduisent  à   leurs  premiers 

tenues  ^   et  ~pr,  a  étant  la    plus  petite  des    racines   a,  /3,  y,  etc. 

Donc  le  quotient  de  la  première  des  quantités ,  divisée  par  la  se- 
conde, se  réduira  à  a,'  ;  d'où  il  résulte  ce  théorème  très  remar- 
quable : 

Si  a.  est  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
u  -j-  x  -f-  fx  =  o  , 
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on   aura 

a'  =  tf  -f-  («')'    X  /«  +  ^       2         J  +  (     %  37     )   +  etc. , 

;   elanl  «ra  nombre  quelconque  positif  ou  négatif. 

Ainsi  l'on  a  par  cette  formule,  non-seulement  la   racine    a,    ni. us 
encore  une  puissance  quelconque  de  la  même  racine. 

iti.  Si   l'on  fait  maintenant  r=n,  n  étant  un  nombre  fini  quel- 
conque,   et  qu'on  compare  celle  formule  avec  celle  qu'on  a  donnée 

plus  haut  pour   la  valeur  de  —  -f-  —  -f-  —  +  etc.,  on   en    tirera    la 

conclusion   suivante,  très  singulière. 
Si,  dans  la  formule 

u-  +  :„-.//„  +  (œ^y+  (sq^ûy  +  e,c, 

ott  «e  relient  que  les  termes  qui  ont  des  puissances  négatives 
de  u,  elle  donne  la  valeur  de  la  somme  des  puissances  —  n 
de  toutes  les  racines  a ,  (3 ,  y ,  etc. ,  et  si  l'on  y  conserve  tous  les 
termes ,  elle  ne  donnera,  que  la  même  puissance  de  la  plus  petite 
racine  a. 

17.  Ainsi,  comme  nous  avons  déjà  trouvé  plus  liant  pour  les  ra- 
cines a.  et  j3  de   l'équation  ex*  —  bx -\- a  =z  o,  la  formule 

i_  i_       _  (  b\ _     ne  /l;\n~'      1      "(n  —  3)c*  /&V— »    ' 

_n>-5)(  4)c3,Éy-3  ^ 

2.3  61  \  a  / 

en  ne  continuant  la  série  que  tant  <|ii:il  y  a  de  puissances  positives 
de  -  :  si   Ton  continue  celle  même   série  à    l'infini  sans  aucune  inter- 

a  ■ 

ruplion ,  on    aura  alors  la  valeur  du  seul   terme  —,  en  prenant  pour  a 

la  plus  petite  des  deux  racines  a  et  /3  ;  et  même  on  pourra  y  faire  n 
positif  ou   négatif,  à  volonté. 

Les   deux    racines    de    l'équation    cx%  —  bx  -f-  c  =  o   étant    a 

29 
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et  /3 ,  celles  de  l'équation  ax*  —  bx  +  c  =  o,  seront  -  et  7,  et 
l'on  aura 

i  b_         y/(6*  —  gac)  i b_         y/(fra  —  4</c) 

o.  ia  2.a  '         /2  ""      la  o.a 

a.  étant  supposée  la  plus  petite  des  deux  racines.   Ainsi    la  série 

(J-T(a)         +-^F—  (a)         -etC' 

en  ne  retenant  que  les  puissances  positives  de  -,   c'est-à-dire  les  puis- 
sances négatives  de  a,   sera  égale  à 

n  étant  un   nombre  entier  quelconque;  et  si  l'on   continue   la   série 
à    l'infini ,  elle  deviendra  égale  à 

/&+ y/(&'— foc)  y 

«  étant  un  nombre  quelconque  positif  ou    négatif. 

La  première   partie   de    cette   proposition   est  facile   à  vérifier  par 
le    simple   développement  des   puissances    n"'m",    puisque    Je    radical 
\/{b'' — 4UC)  disparait  de   lui-même;  et   d'ailleurs  elle  est  déjà  con- 
nue par  le  théorème  de  Moivre. 

Pour  vérifier  l'autre  partie ,  il  faut  réduire  eu   série   le  radical   lui- 
même.   Ainsi  en  faisant,  par  exemple,  ra  =  i,  la  série  devient 

h         c  '■"  3.âa'(^ 

a  b  2b3  2.3i5  ' 

laquelle  peut   se   mettre  sous  cette   forme 

h  h  i      2C         i.i      Sac*  i.r.3     32a'cî 

2â         2a         2*6         2.4  *    63  2.4.6  "      ">5 

.  ■  1  -    1    .    b    ,  1  01  —  ;./<  ) 

Or   eette   série  est  évidemment  e"a!e   ,1 . 

ou  2a 

[8.  Soit  l'équation  indéfinie 

a  —  bx  -f-  cxx  —  dx3  -f-  ex4  —  fxb  -f-  etc.  =  o  ; 
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on  fera,    dans  la  formule  générale  du  théorème  ci-dessus, 


r            eu*  —  du?  +  e u*>  —  fia  -+•  etc. 
Ju  = -b 1 


d'où   l'on    tire 


ç%     c'2ir  —  icduh  +  (</"  -4-  ice)  a6  -f-  etc. 

J    u  —  fr  ■ 

r.  c3ue  —  3cdu7  4  etc. 


J     u, 

63 

/«Il 

= 

«     " 

64 

etc. 

■ 

etc. 

Or   (u')'  —  ru'-1  ;  donc, 

,  ,  -  cuT*'  —  du'+i  +  euT+z  —/vT*-*  4  etc. 

,    - ,  r.  c"  b*"3  —  acdur+*  +  (d1  +  2w)ii,+5  4-  etc. 

(O    x  /*"  =  ' -7^— - — ■ » 

,  pX/      ,      y.,                  ch"-1"5 — 3ccfor+64-etc, 
«)'    X   f3u  =  r ^3 , 

t  r  i    v  -     fk  >  'u'~7  4  etc. 

c»  y  x  /-«  = r  — ^— -  • 

Prenant   les   fonctions   dérivées ,   et   substituant    dans    la    formule 

a 
b 


dont   il    s'agit,    on    aura,  après  avoir    fait    u  =  r ,    et     changé    * 


en  .r, 

x  =b?  +  r  {&*  —  1^  +  Fh       6^  +  etc7 

.     r  /(r43)q^V        (r44)«r+-3X  2rrf         (r+5)a^(^+  *«0    i     ptp  \ 
,       r     f(r+5)  (r+/j)(a<-  ,    )  (r+6)  (r +5)  a^X  3crf    ,     „f^ 

+  2.3  V F« F=î h  U  7 

_r_  /(H-7)(r+6)  (r+5V^     ,  \ 

^  2.3.4  \  îr+8' ■"       7' 

etc. 

19.   Si   r  =  1  ,    on  aura 

29.. 
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a     ,     a'c  d}d         «'e  câf 

*  =  b  +  ^--bT  +  l?--é+  etc. 

.      2aV         Sa'cd    ,    3a5(cP-f- 2ce) 

■+■  "ï» ~  H z^ f"  etc- 

5a>c'        •ziaïcd     . 

+  -IT-'-W-  +  etc- 

H Il h  etc., 

etc. 

C'esl  la  formule  connue  de  Newton,  pour  le  retour  des  Milles, 
qu'on  n'avait  encore  trouvée  que  par  la  méthode  des  indéterminées. 
L'analyse  précédente,  en  même  temps  qu'elle  donne  la  loi  de  celte 
formule  et  le  moyen  de  la  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra,  fait  voir 
que  la  valeur  de  x  qu'elle  exprime  est  la  plus  petite  des  racines  de 
l'équation  proposée. 

20.  Si  l'on  veut  appliquer  la  formule  précédente  à  la  détermination 
de  la    valeur  de  p  dans  l'équation 

Va+pY'a  4-  '!  F"a  +  ^V'"u  +  etc.  =  o, 

que  nous  avons  considérée  au  commencement  de  cette  îNote,  il  n'y 
aura  plu»  qu'à  substituer  l\i,  — F'fl,  -F"a, — — ôF'"«,  etc. ,  au  lieu 
«le  a,  Z>,  c,  d,  etc.,   cl  p  au  lieu  de  X  ;    on  aura  ainsi 

Fa         (FayF"a     ,     (Fa)V"u  (VaV  Œ"aY    , 

/—        F'a"       2(F'a)j    "1"  ^(F'Trj1  2(Fa)5      "t"  ' 

ce  qui  donne  la  même  série  que  nous  avons  trouvée  par  deux  mé- 
thodes différentes. 

:\ous  pouvons  généraliser  encore  la  formule  du  théorème  donné) 
plus  haut.  En  effet,  puisque  a  est  une  des  valeurs  de  x ,  ce  théorème 
peut  se  présenter  ainsi. 

ai.   L'équation  x=u-\-fx  donne  en  général 
*  =  tf  +  («y  X  fu  +  Ç&&&]  +  (^f±J+  etc. 
Or,  soit  i'x  une   fonction  quelconque    donnée   de  x;  on    ]>cut   la 
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supposer    réduite    à    la   forme   Mx'  +  >x    -f-  IV  -f-  elc   :    ainsi  , 
pour  la  valeur  de  l\r,  il  n'y    aura  qu'à    ajouter   ensemble   les    va- 
leurs de  x',  x',  x',  etc.,  multipliées  respectivement  par  M  .  \  ,  I', 
un  aura  par  ce  moyen  une  formule  dans  laquelle,  à  la  place    'le  u', 
il  y  aura  M«'  -f- Nu' +  Vu'  -f-  etc.,  c'est-à-dire  F«,et     par   ci 
quent  Vu  à  la  place  de  («')'. 

De  là  résulte  enfiu  ce  nouveau  théorème,  remarquable  autant  par 
sa  généralité  que  par  .si   simplicité. 

L'équation   x  =  «-{-/<■  donne 

Fx  =  F«  -f-  F'u  xfu  +  \  (Vu  x  f'u)1  +  ~  (F'u  x  f3u)"  +  •  i  ■ 

où  les  fonclions  désignées  par  les  caractéristiques    f   et    1  ,  peuvent 
être  quelconques . 

En  effet,  ce  théorème,  présente  de  cette  manière,  est  indépendant 
de  la  considération  des  racines,  et  n'est  plus  qu'un  résultat  de  la 
transformation  des  fonctions,  iju'on  peut  vérifier  par  l'élimination 
successive  de  x  ou  de  u.  J'ai  donné,  le  premier,  ce  théorème  dans 
[es  Mémoires  de  l  académie  de  Berlin,  pour  l'année  1768;  j'\  étais 
parvenu  par  une  analyse  a  peu  près  semblable  à  la  précédente,  mais 
moins  rigoureuse.  Plusieurs  géomètres  se  sont  occupés,  depuis,  à  le 
démontrer  à  posteriori  par  le  développement  des  fonctions  ;  mais 
Laplace  en  a  donné,  dans  le-  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  pour  l'année  17-7,  une  démonstration  directe  et  élégante, 
tirée  du  calcul  différentiel  ;  c'esl  celle  démonstration  que  j'ai  trans- 
portée   dans  la    Théorie  des  fondions    (n°  <);)). 

I!  es!    bon  de    remarquer  qu'eu    faisant    u  =  o  ,    l'équation 

x  =  u -\-fx  devient  x  =  fx,  laquelle  peut  représenter  une  équation 
quelconque  en  x;  et  l'on  aura  la  valeur  d'une  fonction  quelconque  1  i 
en  faisant  u=.o  dans  la  série 

F«  +  F'u  xfu  +  '  (F'u  x  f'u)'  +  ~  F'u  x  /V  '+  et<    . 

après    le   développemenl   des    fonction-;    ce    qui   est   beaucoup   plus 
simple. 

22.  Avant   de  terminer  cette   IN'ote  ,  je  vais  faire  \oir   comment   la 
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méthode  du  n°  i3,  pour  résoudre  par  approximation  l'équation 

F  (a  +  /^)  —  o ,   peut  être  appliquée  à  la  résolution   sumultanée   de 
plusieurs  équations  à  plusieurs  inconnues. 

Supposons  que  Ton  ait  deux  équations  entre  les  deux  inconnues  x 
ely  que  nous  désignerons  en  général  par  F  (x,y)  =o,  e\.f(x,y)  =  o. 
Supposons  eu  même  temps  qu'on  connaisse  déjà  deux  valeurs  appro- 
chées a  et  b,  de  x  et  y;  ensorte  ([u'en  faisant  x  =  a-\-p  ,  y  =  b-{-q, 
les  quantités  p  et  q  aient  des  valeurs  fort  petites.  11  s'agira  de  tirer  ces 
valeurs  des  deux  équations 

F  (a +/?,  b  +  q)  =  o,     f(a-\-p,  b-j-q)  =  o. 

Suivant  l'esprit  de  la  méthode  de  Newton,  on  développerait  les  deux 
fonctions  en  séries,  les  deux  équations  deviendraient  ainsi 

F(«,  4)+M/>  +  1N<7  -f-  etc.  =  o, 
f(a,  b)  -f-  mp  -f-  nq  -f-  etc.  =  o, 

d'où  l'on  tire  pour  première  approximation 

_  K/(a,  &)  — nF  («,  6) 

M/ (g,  /.)  —  wF(a,  6) 

V —  Nto  —  Mra 

Ainsi  a  cl  b  étant  les  premières  valeurs  approchées  de  .r  et  >  . 
rt-f-o,  ^-f"'7  seront  des  valeurs  plus  approchées  qu'on  pourra  sub- 
stituer à  la  place  de  a  et  b  dans  les  fonctions/?  et  «7;  et  désignant  par 
p,,qt  ces  nouvelles  valeurs  de  p  et  q,  on  aura  a+p-j-p,  et  b+q+q* 
pour  les  valeurs  de  J?  etj"  encore  plus  approchées,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  procédé  a  été  donné  par  Thomas  Simpson,  dans  ses  Essais  sur 
plusieurs  Sujets  mathématiques ,  et  il  est  assez  commode  pour  le  cal- 
cul arithmétique  ;  niais  il  serait  difficile  d'en  tirer  des  expressions  de 
x  ely  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  des  quantités  F  (a,  b)  , 
et  f(a,  b),  qui  expriment  les  cireurs  provenantes  des  premières  sup- 
positions, et  surtout  d'avoir  la  loi  de  ces  séries;  voici  comment  on 
peut  y  parvenir. 

On  regardera  les  quantités  a  et  b  comme  des  fonctions  quelconques 
de  deux  autres  quantités  a  et  /3,  etc. ,  de  manière  que  ces  quantités  de- 
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venant  a  -(-  i  et  /3-f-o,  les  quantités  a  et  6  deviennent  «  -f-  p  et 
/<_|_c;  et  on  supposera  que  ces  fonctions  soient  telles  que  F  (a,  />)  =  a 
et  f(a,  £)  =  /3;  ce  qui  donnera,  en  incitant  a-j-t  et  /3 -f- o  au  lieu 
de  a  et  /3, 

F(a+j>,  &  +  ?)  =  *  +  *,     f(a  +  p,  b  ■+-  ?)  =  /3-f-  o; 

de  sorte  que  les  équations  proposées  deviendront  alors  a-f-i  =  o  et 
/3  +  t»:=o;  d'où  l'on  tire  i=  —  a= — F(a,  Z»)  et  o=  —  /3= — /(o,  b). 
Or,  en  adoptant  la  notation  des  fonctions  dérivées,  indiquée  dans 
la  Note  précédente  (n°  ej),  les  fonctions  a  et  6  des  quantités  a  et  /3. 
lorsque  ces  quantités  deviennent  a  +  /i  et  /S-p-o,  se  développent  dans 
les  séi  ies 

-+vï)«-+©-  +  (?)ï+Cw)»+(p)f+-»- 

Dune,  substituant  — F  (a,  Z»)  pour  i  et  —  /(«,  fy  pour  o,  on 
p  =  -(^)F(a,i)-(|)/(a,*) 

+;(£)7ïm)"+  ,;tc" 


où  il  n'y  aura  plus  qu'a  substituer  les  valeur.-,  des  fonctions  partielle 

f— J,   (p))    (- ■))   etc.  qu'on  tirera  des  équations 

F  («,£}  =  «,      et      /(a,  £)  —  0, 

en  prenant  successivement  les  fonctions  dérivées  relativement  à  a  et  /S. 
et  substituant  à  mesure  les  valeurs  déjà  trouvées  dans  les  suivante; 
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Ainsi  on  aura  d'abord 

/F>,6)\  __  /F {a,  b)\  _ 

\      d'     )  —     '      V      fi'      J  —  °> 

(££S)-«,  (^)=- 

Mais  on  a  en  génjéral,  relativement  à  a  el  i, 

/>,*)  =  (££»).-+(££»!)*; 

donc,  en  regardant  a  et  Z>  comme  fonctions  de  a  et  /3,  on  aura  rela- 
tivement à  chacune  de  ces  quantités  en  particulier, 

(^) = m  x  © + ÇY*)  x  (S) = ■ . 

(£k  a) = ç^fij  x  g)  +  (q^  x  Q  _ , . 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  des  quatre  fonctions  dérivées  partielles  du 
-    premier  ordre  C^j,  (Jr)j  (~)j  \J?\  exprimées  par  les  fonctions  par- 

.    „      /F'(a,b)\     /F'(a,è)\     /f'(a,b)\     /f'(a,b)\  ..    .. 

Melles(-^^),  (-V-;5  V-^-j'  (/     y      )  >  '1U1    sout  ,aci1^  *l 

déduire  des  fonctions   données   F  (tf,  b),  f  Ça,  £),  en   prenant   leurs 

fonctions  dérivées,  relativement  à  a  et  &  en  particulier. 

Ensuite,  en  prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  des  valeurs 

(%Y  (-?)>  el-c-  relativement  à  a  et  /3,  on  aura  les  valeurs  île  (— )« 

(Il     V 
-7v)>  etc.  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  fait  pour  abréger 

(£<-i>)  =  „„  (£^)  =  «, 
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on  aura 

N 


(a  \  _  n 

V )  "~  M/i  —  N/ra  '     \JJ  "        ~M^ 

/b\  m  /U\ M 

\7)~  RI«  —  N  m  '      \G'J  M«-Nm' 

et  les  premières  valeurs  de  ^  et  7  seront 

__  _    "F(«,S)      ,     N/(«,&) 

"  "  M„  _  y  m  "     Mn  —  Km' 


i»F(a,  /')  Mf(a,  b)  . 

''  "  Sïrâ  --  Nnt  "      Mw  —  Km'' 


Ces  premières  valeurs  de  p  et  q  coïncident  avec  celles  que  nous 
avons  trouvées  ci-dessus;  mais  les  formules  que  nous  venons  de  donner 
pour  les  expressions  générales  de  p  et  q  ont  l'avantage  de  présenter  des 
séries  toutes  développées,  et  faciles  à  continuer  aussi  loin  que  l'on 
veut. 
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NOTE    XII. 

Sur  la  manière  de  transformer  toute  équation,  en  sorte  (pie 
les  tenues  qui  contiennent  l'inconnue,  aient  le  même  signe, 
et  (jJte  le  terme  tout  connu  ait  un  signe  différent. 


J'ai  observe  dans  l'Introduction,  que  les  méthodes  de  Viete  et 
de  Harriot,  pour  la  résolution  des  équations  numériques ,  ne  peuvent 
s'appliquer  d'une  manière  certaine  qu'aux  équations  dont  tous  les 
termes  qui  contiennent  l'inconnue,  oui  le  même  signe,  et  le  terme 
tout  connu  a  un  signe  différent,  et  j'ai  dit  qu'on  peut  toujours  rame- 
ner à  cette  forme  toute  équation,  pourvu  qu'on  ait  deux  limites 
d'une  de  ces  racines,  lesquelles  soient  assez  rapprochées  pour  que 
toutes  les  autres  racines  réelles,  ainsi  que  les  parties  réelles  des  racines 
imaginaires,  s'il  y  en  a,  tombent  hors  de  ces  limites.  Comme  j'ignore 
si  cette  transformation  est  connue,  je  crois  devoir  l'exposer  ici,  afin 
que  ceux  qui  désireraient  se  servir  des  anciennes  méthodes  puissent  tou- 
jours les  employer  avec  succès. 

i.  Soient  a,  h  les  deux  limites  données,  ou  connues  d'une 
manière  quelconque ,  a  la  limite  en  moins ,  b  la  limite  en  plus. 
En   supposant   que  x    soit    l'inconnue  de    l'équation     proposée,   on 

fera  x-=  - — r— ,  et  après  les  substitutions   et    les  réductions,    on 

aura  une  équation  transformée  en  y ,  du  même  degré  (pie  l'équation 
en  .r,  qui  aura  la  forme  demandée,  si  la  limite  "  est  assez  près  de 
la    valeur  de  la  racine. 

Car  soient  a,  /3,  y,   etc.   les  racines  de  l'équation  proposée  en  x. 

i  i  l  l         V      ■  r->    •  ''  ~\~  t}y 

et  a  la  racine  dont  a  et  b  sont  les    limites,    ruisiiue   x  =  — ; — ,    on 
x  —  a       ,  ,  .  in.  .•  .  *  —  a 

aura  y  ==     ;  donc  les  racines   de  1  équation  en  y  seront     , 

. -,    , ■  ,    etc.   Or    on    a     par    l'hypothèse    a.  >  a  <C  b  :    donc, 
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cl —  ^>o,  b  —  a]>o;  donc  la  racine  . sera  positive  et  d'au- 
tant plus  petite,  que  la  différence  entre  la  limite  a  et  la  racine  a 
sera  moindre.  Ensuite,  comme  les  autres  racines  /3 ,  y,  etc.  sont 
supposées  tomber  hors  des  limites  a  et  b,  si  /3  <",  on  aura  aussi 
nécessairement  jS  <  £  ;  donc   /3  —  «  <  o  ,    et  b  —  B  >  o;    donc    la 

racine  .  __  -  sera  nécessairement   négative.  Si,  an    contraire,  /3>  b, 

on    aura  aussi    /S  >  a  ;   donc   /S  —  a>  o,  et    /'  —  /S  <°;  donc      

sera   encore  une  quantité  négative.  Donc  la  racine   , „  sera  ,    dans 

tous  les  cas,  négative.  11  en  sera  de  même  de  toute  autre  racine, 
comme  X- ,  qui  correspond  à  une  racine  réelle  y  de  l'équa- 
tion en  x. 

Mais  supposons  que  B  et  y  soient  imaginaires,  elles  seront  néces- 
sairement de  la  forme  p-f-ci/ — i  ,  p — c\/ — i,  f  et  r  étant  des 
quantités  réelles    (?SotelX);  donc  faisant    B  =  p  -\~  a\/ — i,    la    ra- 

cine  t -7,  deviendra    ; —, —  ;   multiplions    le   liaut    et  le    lias 

b —  H  b — p <r\/ — I5  ' 

par  b  —  p+<rv/—  I,    on   aura   i '-1 "b__fy  +  ,> — • 

Mais  on  suppose  que  la  partie  réelle  p  tombe  aussi  hors  des  limites 
a  et  b;  donc  si  p  <«,  on  aura  aussi  p  <C.b;  par  conséquent  p — «<o, 
b  —  p>o;  donc  (p — d)(b — p)<o;  et  si  p>b,  on  aura  aussi 
p  >  a;  donc  p —  a  >  o,  b  —  p  <  o ,  et  par  conséquent  aussi 
(r  —  a)(b  —  p)<o;  donc  la  quantité  (p  —  a)(b  —  p)  sera,  dans  tous 
les  cas ,   négative. 

Donc,  puisque  ff*  et  (b — p  )*  sont  essentiellement  des  quan- 
tités positives,  la  racine  ^ deviendra,   dans  ce   cas,  de   la   forme 

—  P -f- Q  \/ — 1  ,  P  et  Q  étant  des  quantités  réelles,  et  P  étant 
essentiellement   positive.   De  même,    en    faisant    >  =  p — ci/ — 1, 

la  racine  T^-^  deviendra  — P  —  Q  \/ —  1,  et  ainsi  des  autres  ra- 
cine', imaginaire-,. 

Donc,  en  prenant  i\v~>  quantités  positives  p,  </,  r,  etc.,  P,  Q, 
R,  etc.,    les   racines  réelles  de   l'équation    en   X    donneront  dans   la 

3o.. 
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transformée  eu  y  les  racines  réelles  p,  —  c/,  — /■,  etc.,  et  les 
racines  imaginaires  de  la  même  équation  donneront  dans  la  trans- 
formée les  racines  —  P  -f-  Q  \/ —  i ,  —  P  —  Q  \/ —  i ,  —  R  -f-  S  \/ —  i , 
—  R  —  S  i/ —  i  ,  etc.  Donc  la  transformée  en  y  sera  formée  des 
facteurs 

y  —  p,    y  +  q  i    y  •+■  '  >     etc-  ;       y  +  p  —  Q/—  ■ , 

jr  +  P  +  Q\/-i3    JT  +  R  —  SV/—  i,     r  +  R+Sv/—  i,     etc. 

Or ,  les  deux  facteurs  imaginaires  y-\-Y — Q\/ —  i  et  j>'-f-P-f-Q  \/ —  ■ , 
donnent  le  facteur  double  réel  y*  +  zVy  +P"-f-  Qa,  et  ainsi  des  autres. 
Donc  l'équation  enj'  sera 

(  /- p)(  y~H)  (  j+'-)-(r+2Pr+PJ+Q8)  (  r-+2R7+ir+s»)...=o. 

i.  Considérons  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  excepté  le  pre- 
mier,/—  p;  comme  tous  les  termes  de  ces  facteurs  sont  positifs, 
il  est  visible  que  leur  produit,  ordonné  par  rapport  à  y,  ne 
pourra  contenir  que  des  termes  positifs.  Le  produit  sera  donc  de 
la  forme 

ym~'  +  Aym~%  -+-  R;"1-3  +  etc.  -f-  h  . 

où  les  coefficiens  A,  B,  C,  etc.  K  seront  tous  positifs,   sans  qu'au- 
cun puisse  être  nul.   Multiplions  maintenant  ce  polynôme  par  le   foi 
leur   y  — Pi  on   aura 

r  +  (A— /;)  /"—  +  (B  —  Ap)j~-  +  (C  —  iV')jr-'i 

-f-  etc.   —   \\/>  =  o  , 

pour  l'équation   en  y. 

On  voit  ici  que  le  dernier  terme  — Kp  est  essentiellement  né- 
gatif, et  que  les  termes  précédens  seront  tous  positifs ,  si  l'on  a 
A  >•  j> ,  R  >  Ap  ,  C  >  Bp,  etc.  Comme   en  rapprochant  la  limite  </ 

de  la   racine    a,    la  valeur   de  /> ,  qui    est   .  ,  peut  devenir  aussi 

petite  qu'on    voudra,    il    est  clair    qu'on  pourra  toujours    prendre    a 

H  C 

telle  que    Ion    ait    P<A,    <-,   <!  ,-j ',  etc.,  ce  qui  rendra  tons   les 

tenues  positifs,    excepté  le  dernier. 
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On  ne  doit  pas  craindre  qu'un  diminuant  ainsi  la  valeui  de  p, 
les  valeurs  Je  ç,  r,  etc.,  P,  Q,  etc.  diminuent  en  même  temps, 
Je   manière   à   devenir    nulles    avec    P.    Car   en    faisan)    a  =  et ,    ce 

rjui  donne  /y  =  o,  la  valeur  de  f,  qui  est  ^ c,  deviendra  —  "     ■-  ; 

el    les  valeurs  de  P  et  Q,  qui  sont  —  ij~"){b~?7^  et  -i^Zf>l_ 

l  1  (:  a)(b  !■)   r  (b «V  . 

deviendront   - — ,,        .,  . — r et  77 r.—. — -,  et  ainsi  des  autres 

Donc,  on  est  assuré  que  la  substitution  de  - — ; —  -  au    lieu    de 

1  I-f-V 

donnera    une    transformée    en  y  qui  aura    la  condition    deman 
pourvu  que  la  limite  a.  en   moins    soil    assez   près    de   la   racine   dont 
elle  esl  iimile:  ce  qu'on    pourra  toujours  obtenir  en   essayant   succes- 
sivement pour  a  des  valeurs  grandes. 

3.  <  m  a  trouvé  dans  le  chap.  W  (11°  27),  que  l'équation  x3 — -x-f-~=:<> 
a  trois  racines,  deux  positives  et   une  négative  ;  et  que    !  .    ra- 

cines positives  son!  exprimées  par  des  fractions  continues,  doni  1,  > 
termes  sont  1,  r,  2,  4>  etc.  et  1,2,  1,  j,  etc.;  de  là  on  peut 
former  ers  fractions  convergentes  vers  les  deux  racines 


I 

1 

2 

5 

! 

ô  ' 

1  ' 

7  ' 

3  » 

73  ' 

etc 

ô  ' 

1 

7  • 

5 

2  » 

4 
3  ' 

'9 

«4' 

etc. 

On  voit  d'abord  (pie  1  et  2  sont  deux  limites  de  la  premièn 
racine;  mais,  comme  la  seconde  racine  esl  renfermée  entre  les 
nombres  i  el  §,  elle  se  trouve  aussi  néce  sairement  renfermée 
entre  les  mêmes  limites  :  on  prendra  donc  les  limites  suivantes  2 

et  l'on  fera  a  =  \  ,  b  =  2  ,   et  par  conséquent   x=  1——~'    =  — \. 

Mais ,  puisque  les  multiples  dey  ne  changent  pas  les  signes  de  l'équa- 

...         .       ,  5  -4-  ay 

lion   en  y,  on  pourra  taire   simplement  x  =   ■>,"■>    cn   mettant    y 

1  y 

poui    .'>).  On  trouvera    ainsi    la    transformée 

jr3  H-  î/a  +  '-[r  —  1  =0, 

qui   est,   comme  l'on  voit,  à  l'état  demanda 
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De  même,  si  l'on  prend  pour  l'autre  racine  les  limites  |  et  f ,  en 
faisant  <i=.%  et  b=  f ,  on  aura  la  substitution  x  =  - — -—  =:  •— — -32-- 

S  -4-  3v 
ou  bien,  en  mettant  simplement/ au  lieu  de  3/,  or=  ~-r— — ,  et  l'on  trou- 
vera la   transformée 

yi  -f-  8^*  +  4  7  —  8  =  o, 

<|iu   a  aussi  la  forme  demandée. 

Les  limites  que  nous  avons  employées  ont  conduit  directement 
aux  transformées  que  l'on  cherchait  ,  mais  si  l'on  avait  pris,  par 
exemple,  pour  la  première  racine  les  limites  2  et  |,  qui  ont  éga- 
lement la  propriété  qu'aucune  autre  racine  s'y  trouve  comprise , 
puisque  l'autre  racine  réelle  est  moindre  que  f ,  on    aurait  eu  a  =|, 

/>  =  :>;  ce  fini    aurait    donné  la   substitution  X  =  — K-—  =  — ; — »  * 

1  l+y  2(1  +  >)' 


i  •  3  +  2y  ,,  , 

ou  bien,  eu   mettant  y  pour  27,    x  =  ^  ,  et   Ion  aurait  trouve 

la  transformée 

y  +  j'  —  v  —  <  =  °  > 

qui  n'a  pas  encore  la  forme  demandée,  parce  que  la  racine  positive 
se  trouve    trop  grande. 

Mais,  sans  recourir  à  une  nouvelle  substitution  en  augmentant 
la  valeur  de  a,  il  suffira  de  diminuer  toutes  les  racines  d'une  même 
quantité  i,  en  faisant  y  =  z  -f"  ' ■»  cl  chercher  ensuite  par  des  essais 
une  valeur  de  i  qui  satisfasse  aux  conditions  qu'on  demande.  On 
aura  ainsi    cette  transformée 

c3  _i_  (3,  _|_  i)z»_f-  (3i«  +  3i  —  2)3  +  ta  +  ï  —  2t  —  1  =  0 . 

et  il  s'agira  de  prendre  i  positif,  et  tel  que  3i*  +  2t>2  et... 
t'  -f-  ia  <2t'-f-i.  On  voit  tout  de  suite  que  *=  1  satisfait,  et 
Ton  a  la  transformée 

.3  +  fa*  +  3-   _    ,    __  0  f 

qui  est  la  même  que  la  transformée  en  y  trouvée   d'abord. 

\.    iNous   avons    vu    dans   l'article    III    du    chapitre    V    (  n°    -2). 
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'iue  si  —,  et  -,  sont   deux  fractions   convergentes   vers  une   des     ra- 

1  -a  » 

cines    de   l'équation    en  x.   la    transformée  en    t   qui    doit    servir  à 
trouver  la  fraction  suivante,  résulte   directement   de   la   substitution 

de   f,     J ,  au  lieu  de  x  dans   l'équation    proposée.   Faisons  t  =  —  . 

on    aura 

— j — r  ""         -,.M — ; 

■  p  ~ 

x  - 


Celte  substitution  est,  comme  l'on  voit,  analogue  à  celle  que  nous 
avons  employée  ci-dessus,  en  prenant  —  et  -,  pour    les   deux    limites 

que  nous  avons  nommées   a  et  b. 

Or,  comme  deux  fractions  consécutives  sont  elles-mêmes  des  li- 
mites alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  la  racine  cher- 
chée, cl  qui  se  resserrent  continuellement,  il  s'ensuit  que  les 
transformées  qui  répondent  aux  fractions  plus  petites  que  la  racine  . 
approcheront  de  plus  en  plus  d'avoir  les  conditions  nécessaires 
pour  pouvoir  être  de  la  forme  proposée;  et  les  transformées  in- 
termédiaires auront  la  même  propriété,  en  y  substituant  -  au  lien 
de_?';    car  si  —,  >•   -, .    l'expression  de   X  devient,    par    cette    substi- 

—•y  +  -i 

tution  . -. 

La  différence   entre    les    deux    fractions  -;  et   -,  étant  —r,  ,  lorsque 

eette  différence  sera  devenue  moiudre    que  la    pins  petite   diffén  w 
entre  les    racines    île    l'équation    proposée,   c'est-à-dire    moindre    que 

la   limite   y   'Note  l\    ,   on   sera  assuré   qu'il  ne  pourra  tomber  entre 

radions  qu'une  seule  racine:  unis,  à  l'égard  des  parties  réelles 
îles  racines  imaginaires,  il  ne  sera  pas  facile  de  s'assurer  a  priori 
quelles  lomhenï  Hors  de  ces  fractions,  à  moins  de  former  l'équa- 
tion   dont    les   racines  seraient  a — -,    et     de    chercher   ensuite 

une  limite  plus  petite  que   chacune  de   ces  racines,  pour  la  compa- 
rer avec  la  même  différence  — ;. 
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Au  reste ,  quoique  les  fractions  consécutives  fournissent  des  li- 
mites qui  se  resserrent  de  plus  en  plus  autour  de  la  même  racine , 
il  est  possible  que  les  transformées  n'acquièrent  jamais  la  forme 
dont  il  s'agit ,  par  la  raison  que  les  deux  limites  se  resserrant  à 
la  fois,  la  racine  positive  peut  aller  en  augmentant  au  lieu  de 
diminuer.  Mais,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  des  fractions  entre  les- 
quelles il  n'y  aura  qu'une  seule  racine  réelle  et  aucune  des  parties 
réelles  des  racines  imaginaires,  il  suffira  de  diminuer  toutes  les 
racines  de  la  transformée  correspondante,  d'une  même  quantité 
qu'on  pourra  trouver  par  quelques  essais,  comme  on  l'a  vu  plus 
haut. 

Lorsqu'une  équation  est  réduite  à  la  forme  dont  nous  parlons  , 
c'est-à-dire  que  tous  ses  termes  ont  le  même  signe ,  à  l'exception 
du  dernier  terme  tout  connu ,  on  fera  passer  ce  dernier  terme  dans 
le  second  membre ,  et  l'on  pourra  en  extraire  la  racine"  à  peu  près 
comme  dans  les  équations  à  deux  termes  où  il  n'y  a  qu'une  seule 
puissance  de  l'inconnue  ;  seulement  on  aura  besoin  de  plus  d'essais 
et  d'épreuves  ,  à  raison  des  différentes  puissances  de  l'inconnue  qu'elle 
contiendra. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  l'équation  du  troisième  degré 

y*  4-  Ara  -f-  Bj  —  N  =  o  , 

dans  laquelle  A,  B,  IN  sont  supposés  des  nombres  positifs,  en  la 
mettant  sous  la  forme 

f  -f-  A/«  +  Br  =  N, 

on  voit  qu'au  lieu  d'extraire  simplement  du  nombre  N  la  racine  de 
la  puissance  j*3,  il  s'agit  d'en  extraire  celle  de  la  somme  des  puis- 
sances y3  -+-  ky%  -f-  ¥>y  ;  et  si  a  est  la  partie  de  cette  racine  déjà 
trouvée,   et  p  le  reste,  on  aura 

(3a*  -f-  iAa  +  B)p  -+■  (3a  +  A)p%  +pz  —  N  —  as  —  Aa»  —  Ba; 

et    par    conséquent, 

N— «(a°  +  A«-r-R) 
P  ^        3aa+2A«-r-B       ' 
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formule   qui  répond   à  celle-ci  p  <  ,,     ,   sur  laquelle  est  fondé  le 

procédé  de  l'extraction  de  la   racine  cubique. 
Prenons  l'équation   trouvée  plus  haut 

l3  +  \y*  +  3/  —  1  =  o , 

la    formule    sera   ici 

i-a(a'+4a+3) 
'     ^         3a*-}- 8a +  3 

11  est   d'abord  facile   de  voir  que  le  premier  chiffre   de  la   valeur 
de  a  ne  peut   être    que    0,2 ;  faisant  donc  a  =  0,2,  on  trouvera... 

p  <  -7 — :  >  o,o5.  En  prenant  p  =  o,o4,  la  nouvelle  valeur  de  a  sera 

-t  >  72 

0,24,  et  l'on  trouvera  p  •<  -^ — =-—■  <  0,008,  etc. 

y,ogo . . . 


3, 
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NOTE    XIII. 

Sur  la  résolution  des  équations  algébriques. 

La  résolution  des  équations  du  second  degré  se  trouve  dans 
Diophante ,  et  peut  aussi  se  déduire  de  quelques  propositions  des 
Data  (VEuclide;  mais  il  paraît  que  les  premiers  algébristes  italiens 
l'avaient  apprise  des  Arabes.  Ils  ont  résolu  ensuite  les  équations  du 
troisième  et  du  quatrième  degré;  mais  tontes  les  tentatives  qu'on  a 
faites  depuis  pour  pousser  plus  loin  la  résolution  des  équations, 
n'ont  ;ilioiili  qu'à  faire  trouver  de  nouvelles  méthodes  pour  le  troi- 
sième et  le  quatrième  degré,  sans  qu'on  ait  pu  entamer  les  degrés 
supérieurs,  si  ce  n'est  pour  des  classes  particulières  d'équations, 
telles  que  les  équations  réciproques  qui  peuvent  toujours  s'abaisser  à 
un  degré  moindre  de  la  moitié,  celles  dont  les  racines  sont  semblables 
aux  racines  des  équations  du  troisième  degré,  et  que  Mo  ivre  a  don- 
nées le  premier,  et  quelques  autres  du  même  genre. 

i.  Dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  (années  \~~*< 
et  1771  ),  j'ai  examiné  et  comparé  les  principales  méthodes  connues 
pour  la  résolution  des  équations  algébriques,  et  j'ai  trouvé -que  ces 
méthodes  se  réduisent  toutes,  en  dernière  analyse,  à  employer  une 
équation  secondaire  qu'on  appelle  résolvante ,  dont  la  racine  est 
de  la   forme 

x'  +  ax"  -f-  a'x'"  ■+■  a?x"  ■+-  etc.  , 

en  désignant  par  x',  x",  x'",  etc.  les  racines  de  l'équation  proposée, 
et  par  a  une  des  racines  de  l'unité,  du  même  degré  que  celui  de 
l'équation. 

Je  suis  ensuite  parti  de  cette  forme  générale  des  racines  ,  et 
j'ai  cherché  à  priori ,  le  degré  de  l'équation  résolvante  et  les 
diviseurs  qu'elle  peut  avoir,  et  j'ai  rendu  raison  pourquoi  cette  équa- 
tion, qui   est    toujours  d'un  degré  plus  haut   que   l'équation  donnée, 
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est  susceptible  d'abaissement  pour  1rs  équations  du  troisième  el    du 
quatrième  degré,  et  peut  servir  à  les  résoudre. 

J'ai  cru  qu'un  précis  de  cette  tbéorie  ne  serait  pas  déplacé  dans  le 
pnsent  Traité,  non-seulement  parce  qu'il  en  résulte  une  méthode 
uniforme  pour  la  résolution  des  équations  des  quatre  premiers  degrés, 
mais  encore  parce  que  cette  méthode  s'applique  avec  succès  aux  équa- 
tions à  deux  termes,   de  quelque  degré  qu'elles  soient. 

2.  Représentons  l'équation  proposée  par  la  formule  générale 

xm  —  Axm~l  -f-  Bm-3  —  Cm~3  -f-  etc.  =  o  , 

et   désignons   ses  m  racines    par  x',  x",  x'",  etc.   xM;    on  aura,    pat 
les  propriétés  connues  des  équations, 

A  =  x'  +  x"  -f-  x'"  +  etc.  -f  x<"\ 

B  =  x'x"  +  x'x'"  +  etc.  -f-  x"x'"  -f-  etc. . 

C  =  x'x"x'"  -f-  etc. 

Soit  t  l'inconnue  de  l'équation  résolvante;  nous  ferons,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  dire, 

t  =  x'  -f-  ax"  -+-  a*x'"  -f-  a?x"  -f-  etc.  -f-  a.m-lxw , 

la  quantité   a  étant    une   des   racines  m"m"   de  l'unité,  c'est-à-dire. 
une  des  racines  de  l'écjualion  à  deux  termes  jm  —  1  =  0. 

Four  avoir  l'équation  en  £,  il  faudra  éliminer  les  m  inconnues  x', 
jc",  x"\  etc.,  au  moyen  des  équations  précédentes  qui  sont  aussi  au 
nombre  de  m:  mais  ce  procédé  exigerait  de  longs  calculs,  et  aurait, 
de  plus,  l'inconvénient  de  conduire  à  une  équation  finale  d'un  degré 
plus  haut  qu'elle  ne  devrait  être. 

3.  On  peut  parvenir  directement  et  de  la  manière  la  plus  simple 
à  l'équation  dont  il  s'agit,  en  emplovant  la  méthode  dont  nous  avons 
fait  un  fréquent  usage  jusqu'ici,  laquelle  consiste  à  trouver  d'abord  la 
forme  de  toutes  les  racines  de  l'équation  cherchée,  et  à  composer 
insulte  cette  équation  par  le  moyen  de  ses  racines. 

H  est  d'abord  clair  que  dans  l'expression  de  t ,  on  peut  échanger 
entre   elles,    à  volonté,    les    racines    x\   x",   etc.,    puisque    rien    ne 

3... 
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les  distingue  jusqu'ici  l'une  de  l'autre.  D'où  il  suit  qu'on  aura 
toutes  les  différentes  valeurs  de  l ,  en  faisant  toutes  les  permu- 
tations possibles  entre  les  racines  x',  x",  jc"\  etc.  ;  et  ces  valeurs 
seront  nécessairement  les  racines  de  la  réduite  en  l,  qu'il  s'agit  de 
construire. 

Or,  l'on  sait,  par  la  théorie  des  combinaisons,  que  le  nombre  des 
permutations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  m  choses,  est  exprimé 
en  général  par  le  produit  ï  .2.3 ...  .m  :  donc  l'équation  en  t  aura 
en  général  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  ce  nombre,  et 
sera  par  conséquent  d'un  degré  exprimé  par  le  nombre  ï  .2.3.  ..m: 
mais  nous  allons  voir  que  cette  équation  est  susceptible  d'abaissement 
par  la  forme  même  de  ses  racines. 

Comme  cette  forme  dépend  de  la  quantité  a  qu'on  suppose  être 
une  racine  de  l'équation  jm  —  ï  =  o,  nous  commencerons  par 
quelques  remarques  sur  les  propriétés  des  racines  de  celte  équation  ; 
et  pour  cela,  nous  considérerons  séparément  les  cas  où  l'exposant  m 
est  un  nombre  premier,  et  celui  où  cet  exposant  est  un  nombre 
composé. 

l\.  Supposons  d'abord  que  le  nombre  m  soit  premier;  dans  ce 
cas,  toutes  les  puissances  de  a  jusqu'à  ccm  auront  des  valeurs  dif- 
férentes, à  moins  que  l'on  n'ait  a  =  1.  Car  si  deux  puissances 
et"  et  a'  étaient  égales,  on  aurait  a.'1  =  a\  et  de  là  a"— *  =  ï  ;  or  au- 
cune puissance  de  a.  moindre  que  m  ne  peut  être  =  ï  tant  que  a 
n'est  pas  =  ï.  En  effet,  puisque  xm —  i  =o,  si  l'on  avait  en  même 
temps  a," —  ï  =o,  n  étant  <C m  ,  il  faudrait  que  ces  deux  équa- 
tions  eussent  une  racine  commune;  el  en  cherchant,  par  les  règles 
ordinaires,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  quantités  am — ï 
et  a"  —  ï,  on  trouve  nécessairement  a. —  ï  pour  ce  diviseur,  à 
cause  «pie  m  est  un  nombre  premier;  de  sorte  que  la  racine  com- 
mune aux  deux  équations  am — ï  =  o  et  a1 — ï  =  o  ne  peut  être 
que  l'unité. 

5.  Il  suit  de  là.  ï".  que  les  puissances  a.  a4,  a5,  etc.  «"  re- 
présentent toutes  les  racines  de  l'équation^ —  i=o,  en  pre- 
nant pour  a  une  quelconque  des  racines  de  celte  équation,  autre 
que  l'unité.  Car  puisque  am=  ï  ,  on  aura  aussi  asm=  ï ,  a3m=  i,  etc  : 
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de  sorte  que  les  puissances  et,  a\  a3,  etc.  <xm  seront  aussi  des  ra- 
cines de  la  même  équation;  et  comme  elles  sonl  au  nombre  de  m, 
et  ont  tontes  des  valeurs  différentes,  elles  donneront  nécessairement 
toutes  les  rnrines  de  l'équation^™ —  i  =o. 

6.  11  s'ensuit  aussi,  20.  que  si,  dans  la  série  des  puissances  a, 
a\  a3,  etc.  am_1,  l'on  substitue  pour  et  une  quelconque  de  ces  puis- 
sances, comme  et",  n  étant  <m;  la  nouvelle  série  a",  a.*",  et5",  etc., 
en  rabaissant  tontes  les  puissances  au-dessous  de  a,m ,  à  cause  de 
a"1  =  1 ,  contiendra  encore  les  mêmes  puissances ,  mais  dans  un  ordre 
différent;  car  il  est  visible  que  tous  les  exposansra,  2«,  3n,  etc.  sont 
différens,  et  que  leurs  restes  de  la  division  par  m  le  sonl  aussi,  parce 
que  m  est  un  nombre  premier;  de  sorte  que  ces  restes  étant  au  nombre 
de  m,  et  tous  différens  entre  eux,  ne  peuvent  cire  que  les  nombres 
1 ,  2  ,   3  ,  etc    m. 

7.  Considérons  maintenant  le  cas  où  m  est  un  nombre  composé; 
Dans  ce  cas,  si  n  est  un  diviseur  de  in,  toutes  les  racines  de 
l'équation  jr" —  1=0  seront  commune  à  l'équation  jm —  1  —  0  , 
parce  qu  en  supposant  le  nombre  /•  racine  de  l'équation  y" —  1=0 
on  aura  /■"  =  1  ,  el  par  conséquent  aussi  r™=  1  :  de  sorte  que  /•  sera 
aussi  racine  de  l'équation^™ —  1=0.  En  faisant  donc  et  =  r,  on 
aura  etm  =  1  ;  et  si  m  =  np,  il  est  visible  que  dans  la  série  des  puis- 
sances et,  a.*,  a5,  etc.  ctm,  chacune  se  trouvera  répétée  />  fois;  par 
conséquent  ces  puissances  ne  pourront  plus  représenter  toutes  les 
racines  de  l'équation  ym —  1  =0,  parce  que  cette  équation  ne  peut 
avoir  de  racines  égales, 

8.  Soit  m  =  pq,  pet  (/  étant  deux  nombres  premiers,  et  soit  /3 
une  des  racines  de  l'équation  yf —  1  =  o ,  et  y  une  des  racines 
de  l'équation  y<  —  1  =  o  ,  il  est  clair  que  /3  et  y  seront  aussi 
racines  de  l'équation  jm —  1  =0,  parce  que  $f  et  y  étant  =  1, 
on  aura  aussi  ^w=i ,  y».z=  1  ;  mais   toutes  les  racines  de  l'équation 

Jm  —  1=0    ne  pourront    pas    cire    représentées    par    les    puissances 
successives  de  ces  racines  /3  et  y. 

On  voit  aussi  que  le  produit  @y  sera  racine  de  la  même  équa- 
tion jm —  1=0;  mais  aucune  puissance  de  cette  racine,  dont 
l'exposant    serait   inférieur  à    m,    ne   pourra    être  égale  à   l'unité, 
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à  moins  que  B  ou  y  ne  soit  =  i  ;  car  il  faudrait  que  l'exposant  de 
cette  puissance  fut  un  diviseur  de  m,  et  par  conséquent  é^a  1  à 
p  ou  à  q  ;  on  aurait  donc  [By~y  =■  i,  ou  {By/  =  i.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  aurait  yr  =  i  ,  à  cause  de  Bp  =  r  (hyp.)  :  et  comme 
on  a  déjà  y —  i  =o  (hyp.),  il  en  résulterait  y —  i  =o,  à  cause 
que  p  et  q  sont  premiers  entre  eux  ;  dans  le  second  cas ,  on  aurait 
B  —  i  =  o. 

g.  Ainsi,  tant  que  B  et  y  sont  différons  de  l'unité,  la  racine  By 
de  l'équation  jn —  I  =  O,  a,  lorsque  m  =  pq,  la  mémo  propriété 
que  la  racine  a.  lorsque  m  est  un  nombre  premier,  savoir,  que  toutes 
les  racines  de  cette  équation  peuvent  être  représentées  par  les  puis- 
sances successives  de  By. 

io.  Comme  les  valeurs  de  B  sont  au  nombre  de  p,  et  celles 
de  y  au  nombre  de  q,  les  valeurs  de  By  seront  au  nombre  de  pq, 
c'est-à-dire  de  rn;  et  il  est  facile  de  prouver  que  ces  valeurs  seront 
toutes  différentes  entre  elles ,  parce  qu'elles  peuvent  être  représen- 
tées par  B'y',  en  faisant  successivement  /•=  i  ,  2,  3...  p  et.... 
5  =  i,  2,  3...q,  à  cause  que  les  nombres  p  et  q  sont  supposés 
premiers.  D'où  il  suit  que  toutes  les  racines  de  l'équation  ym — :=o, 
m  étant  =  pq,  peuvent  être  représentées  par  les  produits  By  des 
racines  des  équations  jp —  i  =  o ,  ji —  i  =0,  p  et  q  étant  des 
nombres  premiers. 

On  prouvera  de  même  que  si  m=pqr,  en  supposant  /> ,  q ,  r  des 
nombres  premiers,  et  que  B,  y,  S*  soient  respectivement  des  racines 
quelconques  des  trois  équations^  —  î  =  o,  y*  —  î  —  o,  y' — i=o, 
le  produit  ByS~ ,  en  donnant  successivement  à  B,  y,  cT  toutes 
leurs  valeurs ,  pourra  représenter  toutes  les  racines  de  l'équation 
jm — i=o;  et  que  celles  de  ces  racines  qui  seront  exprimées  par 
By£ ,  en  excluant  l'unité  des  valeurs  de  B,  y,  cf ,  auront  les  mêmes 
propriétés  que  les  racines  de  l'équation  ym —  i  =o,  lorsque  m  est 
un  nombre  premier. 
Et  ainsi  de  suite. 

i  i.  Mais  si  l'on  avait  m=j0*,  p  étant  un  nombre  premier,  en  pre- 
nant B  pour  une  quelconque  des  racines  de  l'équation^ — i=o, 
il    esl    clair  que    B    serait   aussi   racine    de   l'équation  ym —  i  =o, 
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p  m 

et  que  v7/3  le   serait   aussi.  On   prendrai)    donc,  dans  ce  cas,  pour  y 

une  quelconque  des  valeurs  de  \/ p .  et  l'un  aurait  également  (By 
pour  l'expression  de    toutes  les  racines  y™ —  i  =  o. 

De  même,  si  /«  =  /<3,  en   conservant    les    valeurs  de    /3  et    y^   on 

ferait,  de  plus,  cT  =  i//3,  et  l'on  aurait  (Zy£  pour  l'expression  de 
toutes  les  racines  dc^m— 1=0  ,  en  donnant  successivement  à  /3,  y,  J 
toutes  leurs  valeurs.  Et  ainsi  de  suite. 

12.    Donc,   en  -(lierai,  si  m  ■=zp"qi?.  .  .  ,    et     ([lie  /S,  y,  «T,   etc. 

soient   respectivement  des   racines  quelconques  des  équations 

Y    ~  i  =0,.7'—  i  =0,  Jr—  i  =0,   etc.,  p,   y,   /•,    etc.    étant  des 

P  P 

nombres  premiers,  si  l'on  fait,    de  plus,   /3'  =  i/j3,  /3"=  t//3',  etc., 

y'={/y,  y"=yy\  etc.,  J'=  i/J\  cf"=v/^',  etc.,  on  aura... 
/3/S',S"...  x  »'>"...  X  cTcf'J"...  pour  l'expression  générale  des 
racines  de  l'équation  j>m —  1=0,  en  donnant  successivement  à 
/S,  $',  etc.,  7/,  7',  etc.,  cf,  «f,  etc.  toutes  les  valeurs  dont  ces  quan- 
tités sont  susceptibles  chacune  en   particulier. 

On  voit  par  là  que  pour  avoir  les  racines  de  l'équation  a  deux 
termes  jm  —  1  =0,  lorsque  m  n'est  pas  un  nombre  premier,  il  suffit 
de  résoudre  des  équations  semblables  des  degrés  dont  les  exposans 
soient  les   nombres  premiers  qui  composent  le  nombre  m. 

i3.  Enlin  nous  remarquerons  que  comme  l'équation  jm —  1=0 
manque  de  tous  les  termes  intermédiaires,  si  l'on  nomme  1,  a,  /S. 
y,  etc.  ses  racines,  on  aura  par  les  formules  générales  données  an 
commencement  de  la  Note  VI, 

i-f-a+/3+>+=f+  etc.  =  o, 

1    -f-   et'  +   /S*  +  y'  -f-   J>  -f.  etc.  =  o, 

1  -f-  a?  +  /S3  +  y3  -f-  J3  +  etc.  «a  o, 
etc. , 

l    4-  a— '   4.  /3«->   4  y™->   +  Jm-,   +  et(J    __  0. 

ensuite,  à  cause  de  am  =  1 ,  /3™  =  1 ,  etc.,  on  aura 
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i    4-  a"  +  &m  +  y"  +  Jm  +  etc.  =  m  , 

,   4.  a»+»  _}_  13"+ ■  4-  ^m-1-     +  etc.  =  o, 

,    _}_    a»+»    +    j3-+»    +    y'+'      +   de.    =    o, 

et  ainsi  de  suite. 

Ces  différentes  remarques  nous  seront  fort   utiles  dans   la  suite. 

i4-  Ces  préliminaires  posés,  considérons  la   fonction 

t  =  x'  +  ax"  +  a\r'"  -f-  a5x,T  4-  a*.rT   +  etc.  +  am-'xM, 

dans  laquelle  o;',  x',  x'",  etc.  J?(m)  sont  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée du  degré  m,  et  a.  est  une  racine  quelconque  de  l'équation.  .  . 
jm —  r  =  o,  de   manière  que  l'on  ait  am=i. 

On  voit  d'abord  que  cette  expression  est  une  fonction  invariable 
des  quantités  a.°x',  ax',  a*x'",  etc.,  et  qu'ainsi  le  résultat  des  per- 
mutations des  racines  x',  x",  x'",  etc.  entre  elles,  sera  le  même  que 
celui  des  puissances  de  a,  entre  elles. 

i5.  Il  suit  de  là  que  a.t  sera  le  résultat  des  permutations  simul- 
tanées de  x'  en  x',  x'  en  x'",  etc.  ,  xM  en  x',  à  cause  de  am=i. 
De  même  <z*t  sera  le  résultat  des  permutations  simultanées  de  x' 
en  x'",  x"  en  x",  etc. ,  x^m~~'^  en  x',  et  xCm)  en  x",  à  cause  de 
am  =  i  ,  a"1"*"1  =  a  ,    et  ainsi    de   suite. 

Donc,  t  étant  une  des  racines  de  l'équation  résolvante  en  t  ,  ctt , 
*V,  a3£ ,  etc.,  ctm~'t  seront  aussi  des  racines  de  la  même  équation  ; 
par  conséquent  l'équation  en  t  devra  être  telle,  qu'elle  ne  change  pas 
en  y  changeant  t  en  at,  en  et%t,  en  a.st,  etc.,  en  am~'t;  d'où  il  est 
facile  de  conclure  d'abord  que  cette  équation  ne  pourra  contenir  que 
des  puissances  de    t  dont  les  exposans  soient  multiples  de  m. 

Si  donc  on  fait  £a==9,  on  aura  une  équation  en  9  qui  ne  sera 
que  du  degré  i  .2.3.  .  .  m  —  r ,  et  dont  les  racines  seront  les  difle- 
rentes  valeurs  de  9  résultantes  des  permutations  des  m  —  1  racines 
x",  x'",  etc.,  xc"°  entre  elles. 

16.  L'expression  de   9  sera,  à  cause  de  a"  =  f  ,  xlm=  i  ,  etc.,   de 
la  forme 

0  =  £•  h-  «f  +  «•£"  4-  ««£'"  +  etc.  4-  a--'£c—  °, 
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dans  laquelle  les  quantités  £°,  f,  £",  etc.  seront  îles  fondions  déter- 
minées rie  x',  x",  x'",  etc.,  lesquelles  auront  en  général  la  propriété 
d'être  invariables,  par  les  permutations  simultanées  île  x'  eu  x", 
x"  en  x'",  etc. ,  af>*  en  x',  de  x'  en  x'",  x"  en  x",  etc.  ,  ■r<m-" 
en  x',  xw  en  .r",  et  ainsi  de  suite;  ce  qui  suit  de  ce  que  G  est  éga- 
lement =  r  =  (at)m  =  (aV)m,  etc. 

Lorsque  les  quantités  £°,  £',  £",  etc.  seront  connues,  on  aura  tout 
de  suite  les  valeurs  de  toutes  les  racines  x',  x",  x'",  etc.  delà  pro- 
posée. Car  puisque  0  =  /"',  on  aura  1=  y/G;  et  si  l'on  dénote  par  i, 
a,  /?  ,  y,  etc.  les  racines  de  l'équation  ym —  i  =  o,  et  qu'on  dé- 
note aussi  par  6°,  0',  G",  etc.  les  valeurs  de  G  qui  répondent  à  la  sub- 
stitution successive  de  i,  cl,  /3,  y,  etc.  à  la  place  de  a  dans  l'ex- 
pression de  6,  on  aura,  à   cause  de 

t  =  x1  -+■  eux"  +  a'x'"  +  etc.  -f-  ct"-\vw, 
les   équations  suivantes  : 

x>  4.  x"     4-  x'"     4-  etc.  +  «W  —  ^/Ô% 

.r'  4-  ax"  +  aVr'"+  etc.  +  a"~'xW  =  y/f, 

x'  +  /3x"  +  /3*r'"  +  etc.  +  j8— 'jct->  =  s/^', 

x"  +  >x"+  7ax'"-f-  etc.  -f-  7—  "jcM  =  y/fl"', 

etc. 

Ces  équations  étant  ajoutées  ensemble,  donneront  d'abord  par  les 
propriétés   des    racines    1  ,  cl,  @,  ^,  etc.    (n°  i3), 

m  m  m  m 

,  y/6°  4-  y/F  4-  y/b5  -f  etc.  -f  y/ëc^ 

x   —    — — — . 

m 

Ensuite ,   si    on    les  multiplie    respectivement    par     1  ,    am~',    /3"~ ' 
yn~',  etc.,  et  qu'on  les  ajoute   de  nouveau  ensemble,  on  aura,  par 
les  mêmes  propriétés , 

„  _       yA°  4.  g"-»  y/ 6'  +  g"—  y/ 6"  +  y-  y/65  -+-  etc. 
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On   trouverait  de  la  même  manière 


,„  _  y/6-  +  »-  y/ y  +  ,s—»  y/V  +  >^-»v/9*+  etc. 


et   ainsi    de  suite. 

17.  Nous  remarquerons  sur   ces  formules    que    le    terme  \ZQ° étant 
égal  à  la  somme  x'  -f- x"  -j-  x'"  -f-  etc.    des   racines,   est   donné  im- 

médiatement  par  l'équation;  de  sorte  qu'on  a  yÔ°  =A  (n°  2),  équa- 
tion nécessairement  identique,  et  qui  pourrait  ser\ir,  s'il  en  était 
besoin,  à  s'assurer  de  la  bonté  du  calcul. 

Il  suit  de  là  aussi  que  comme   6°  =  £*  -f-  £'  +  £"  +  etc.  ,    en   Tai- 
sant a  =  1 ,  on  aura 

g»  +  ^  +  |"  +  etc.  _}_  go—0  =  Q.   _   A-j 

cl    par   conséquent, 

0.  =  a-  —  0'  —  f  —  £'"  —  etc. , 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  l'expression  générale  de  9,  la  ré- 
duira à  cette  forme  plus  simple 

9  =  A-  +  (a-.)e'  +  (^-i)  f  +  («3  -  1)  f",   etc.  , 

et  l'on  aura  les  valeurs  de  9',  9",  Q'",  etc.,  en  mettant  a,  fi,  y,  etc. 
racines  de  l'équation  jm~l  +J"m_a  +  J"™-1  -f-  etc.  -f-  1  =  o  ,  à  la 
place  de  a  (n°  23). 

18.  La  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  les  valeurs  des  quantités 
£',  £",  £'"»  etc.  qui  entrent  dans  l'expression  de  9,  lorsqu'elles  ne  sont 
pas  données  immédiatement.  Dans  cette  recherche,  il  convient  de 
distinguer  le  cas  où  l'exposant  m  est  un  nombre  premier  de  ceux  où 
m  est  un  nombre  composé. 

Supposons  d'abord  que  m  soit  un  nombre  premier  ;  nous  avons 
démontré  ci-dessus  (n°  6),  qu'alors  en  prenant  pour  a  une  racine 
quelconque  de  l'équation  y* —  1  =0,  autre  que  l'unité,  si,  dans  la 
série  des  puissances  a.,  a*,  as,  etc.   a.m— ',  on  substitue  à  la  place  de  a 
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une  quelconque  île  ces  mêmes  puissances,  on  retrouvera  toujours  la 
même  série  de  puissances  ,  seulement  dans  un  ordre  différent.  Or 
il  est  visible  que  dans  la  fonction  * ,  le  changement  de  a  en  a' 
répond  aux  permutations  simultanées  de  x"  en  x'",  x'"  en  x1,  etc.; 
que  le  changement  de  et  en  as  répondra  aux  permutations  simul- 
tanées de  x"  en  x"1,  x'"  en  xT",  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Donc, 
les  changemens  successifs  de  a.  en  a',  a5,  etc.  am_1,  répondront 
à  autant  de  permutations  où  x"  prendra  la  place  de  x'",  x''',  etc.  ar(m); 
ce  qui  fait  m — i  permutations  dont  chacune  pourra'  ensuite  être 
combinée  avec  lonle.s  les  permutations  possibles  entre  les  autres  tn — 2 
racines  x'",  x",  etc.  xM. 

11  eu  sera  donc  de  même  tic  la  fonction  G  ;  et  comme  dans  cette 
fonction  les  changemens  de  a,  en  a*,  a3,  etc.  répondent  à  des  per- 
mutations de  £'  en  £",  en  £'",  etc.,  correspondantes  à  celles  de  x" 
en  x"',  en  x'1,  etc.,  dans  la  fonction  t  ;  il  est  facile  d'en  conclure 
que  les  quantités  £',  £",  £"',  etc.  seront  les  m — 1  racines  d'une 
équation  en  £  du  degré  m —  i,  dont  les  coefficiens  seront  des 
fonctions  de  x\  x",  x'",  etc.,  qui  ne  seront  susceptibles  que  d'au- 
tant de  valeurs  différentes  qu'il  y  aura  de  permutations  entre  les 
»?  —  2  racines  x'",  x",  etc.  xM,  c'est-à-dire  de  1.2. 3... (m — 2) 
valeurs,  et  dépendront  par  conséquent  d'équations  du  degré... 
1  .2.3. .  .(m  —  2). 

ig.  On  peut  même  démontrer  que  tous  ces  coefficiens  ne  dépen- 
dront cpie  d'une  seule  équation  de  ce  même  degré;  car  si  l'on  re- 
présente  par 

%«->  —  Mgm-*  -f-  I\£m-3  —  etc.  =  o  , 

l'équation  en  £,  dont  £',  £",  £'",  etc.  sont  les  racines;  en  faisant 
dans  les  fonctions  M,  N,  etc.  les  1 .2.3. .  .  (m  —  2)  permutations 
entre  les  racines  a:"',  x'*,  etc.,  on  aura  autant  de  pareilles  équations 
qui,  étant  multipliées  ensemble,  donneront  une  équation  finale 
en  £  du  degré  1 .2.3.  .  .m  —  1  ,  dans  laquelle  les  coefficiens  seront 
des  fonctions  invariables  des  racines  x',  x",  x!",  et  par  conséquent 
déterminantes    par    les     coefficiens    A ,    B  ,   C ,    etc.    de    l'équation 

proposée. 

L'équation     %m~'  —  M^"1-1  +  IN£m  ~3  —  etc.  =  o     sera    donc    un 

3a.. 
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diviseur  de  celle-ci  ;  faisant  la  division  à  la  manière  ordinaire  , 
et  égalant  à  zéro  les  m —  i  termes  du  reste,  on  aura  autant  d'équa- 
tions dont  les  premières  m —  2  donneront  les  \  aleurs  de  > ,  P,  etc.  en 
fonctions  rationnelles  de  M.  Ainsi  il  suffira  de  trouver  l'équation  en  M 
du  degré  1.2. 3... m  —  2. 

Si  donc  cette  équation  pouvait  se  résoudre  ,  et  il  suffirait  d'en 
connaître  une  seule  racine,  on  aurait  les  valeurs  des  coefficient 
de  l'équation  en  £,  qui  est  d'un  degré  moindre  d'une  unité  que 
la  proposée,  et  dont  les  m —  1  racines  seraient  les  valeurs  des  quan- 
tités ?',  g",  £'",  qui    entrent  dans  l'expression  de  G. 

20.  Mais  au  lieu  de  chercher  les  racines  £',  £",  £'",  etc. ,  il  pour- 
rait être  plus  simple  de  chercher  directement  G',  G'',  6'",  elc.  Il  est 
clair  que  ces  quantités  seront  les  racines  d'une  équation  en  9  du 
m  —  1  degré,  qu'on  trouvera  en  éliminant  a.  de  l'expression  de  G, 
au  moyen  de  l'équation  am — .  1  =0,  après  en  avoir  oté  la  racine  1. 
c'est-à-dire  de  l'équation 

am-.   _|_  m-,   +   m-s   _|_  elc_   _f_    !    =  0. 

Cette  équation  en  9  sera  ainsi  débarrassée  de  la  racine  a ,  et  ses 
coefficiens  exprimés  par  les  quantités  £°,  £',  £",  etc.  étant  consi- 
dérés comme  fonctions  des  racines  x',  x",  x'",  etc. ,  ne  seront  sus- 
ceptibles que  de  1.2. 3... (m — 2)  variations  par  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  ces  racines  ;  car  comme  les  changemens 
de  place  de  x"  répondent  aux  substitutions  de  a3,  a3,  etc. ,  au  lieu 
de  a,  et  que  la  quantité  a.  a  disparu  de  l'équation  en  G,  il  s'ensuit 
que  dans  l'expression  de  ses  coefficiens,  on  pourra  regarder  x'  comme 
fixe,  ainsi  que  x' . 

Sans  employer  la  voie  de  l'élimination  ,  on  pourra  parvenir 
directement  à  cette  équation  en  G,  au  moyen  de  ses  racines  6', 
6",  G'",  etc.,  dont  l'expression  est  connue;  car  en  représentant  cette 
équation   par 

fl»—  _  Tfl— »  H-  L>~3  —  elc.  =  o  , 

on   aura,  par  les  formules  connues  , 
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T  =  9'     -f-  6"       +  fl'"      +  etc. . 
I    =  fl-fl"  +  g'G'«  +  6"9'"  -f-  «--te. , 

etc. 

ji.  On    pourra  faciliter  beaucoup   la   détermina tion  de  ces  coefli- 

ciens ,  en  les  déduisant  des  sommes  des  puissances  successives  des 
racines  6',  6",  etc.  jusqu'à  la  m1''  puissance.  Jui  effet,  si  l'on  élève 
successivement  le  polynôme 

£°  _|_  a%  +  a»£"  +  a3Ç"  -f-  etc.  +  «— «g&«-0 

aux  puissances  2'™',  3*°'%  etc.,  et  qu'un  dénote  par  Ça,  £3,  Hj,  etc. 
les  termes  de  ces  puissances  ,  qui  ne  seront  point  affectés  de  la 
quantité  3,  après  avoir  substitué  partout  1  pour  am,  a  pour  am+\ 
et  ainsi  des   autres;  que,    de  plus,  on   fasse  pour    l'uniformité 

6'  =  £•  +  £'  +  f  +  f"  +  etc.  +  £<"->; 

■n  sorte  c|ue  les  quantités  ô°,  S',  6",  etc.  répondent  aux  racines  i  , 
a,  /S,  elc.j  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  ,  par  les  propriétés  de  ces 
racines  exposées  plus  liant,/»?0,  m?2,  m£3 ,  etc.  pour  les  sommes 
dc>   puissances    i"c,  2!mr,  3iac,  etc.   des  quantités   6°,  6',  h",  etc. 

Or  ô°  =  Am  (n"  17);  donc,  si  l'on  retranche  respectivement  des 
quantités  m£°,  m%2,  r?i£3,  etc.  les  puissances  de  \'\  les  restes 
m%*  —  Am,  mti  —  A*m,  m%3  —  A3m.  etc.  sont  les  sommes  des 
m — 1  racines  S',  67,  6'",  etc.  de  leurs  carres,  de  leurs  cubes,  etc.; 
d'où  l'on  tirera  les  sommes  de  leurs  produits  deux  à  deux  ,  trois 
à  trois,  etc.  par  les  formules  données  dans  le  chapitre  lfr  (n°  8), 
ainsi  qu'il    suit  : 

T   =  w?"  —   A    . 

I     -  -  T(  mZ"  ~  AC'  )         '"S7-  ~  A'" 
2  2 

V(mï>  —  A"1)  T(«?j  —   A'--)     ,     m|3  --    \ 

~~  3  3  ~*  3  • 

etc. 

22.  Maintenant,  si    l'on  fait    dans  les  expressions    des  coefficiens 
T,  U,  V,  etc.    en    ce,  x",  x"\  etc.    toutes    les    permutations    pos- 
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sibles  entre  ces  racines  x\  x",  etc.,  on  ne  trouvera  pour  chacun  de 
ces  coefficiens  que  i.a. 3... (m — 2)  permutations  provenant  unique- 
ment des  permutations  entre  les  m  —  2  racines  x",   x'",  etc. 

Ainsi  on  aura  pour  la  détermination  de  T  une  équation  de  ce  même 
degré,  qu'on  pourra  former  par  le  moyen  de  ses  racines,  ensuite  on 
trouvera  les  valeurs  des  autres  coefficiens  U ,  V,  etc.  en  fonctions 
rationnelles  de  T,  par  la  méthode  donnée  plus  haut,  relativement 
aux  coefliciens  de  l'équation   £   (n°  ig). 

Le  problème  se  trouvera  donc  réduit  à  la  résolution  de  l'équation 
en  T  du  degré  1.2. 3... (m  —  2),  laquelle  sera  toujours  d'un  degré 
plus  haut  que  la  proposée,  lorsque  m  sera  au-dessus  de  3.  11  est  pos- 
sible que  cette  équation  puisse  être  abaissée  à  un  degré  moindre, 
mais  c'est  de  quoi  il  me  paraît  très  difficile,  sinon  impossible,  de 
juger  à  priori. 

23.  A  l'égard  des  racines  a,  (B  ,  y,  etc.,  comme  elles  sont  avec 
l'unité  les  racines  de  l'équation  ym —  1  =0,  si  l'on  divise  cette 
équation  par^/ — 1,  pour  en  éliminer  la  racin-e  1,  on  aura  l'équa- 
tion du  degré  m —  1  , 

y.m-i  _j_  jm-'  _|_  ym~3  -{-  etc.  -j-   1  =  o . 

dont  a,  /3  ,  y,  etc.  seront  les   m — 1    racines. 

Cette  équation  est  d'abord,  comme  l'on  voit,  d'un  degré  moindre 
d'une  unité  que  l'équation  proposée  ;  mais  étant  d'une  forme  con- 
vertible, elle  peul  toujours  s'abaisser  à  un  degré  moindre  de  la 
moitié;  de  plus,  par  la  belle  découverte  de  M.  Gauss ,  on  peut 
la  résoudre  à  l'aide  d'autant  d'équations  qu'il  y  a  de  facteurs  pre- 
miers dans  m — 1,  et  qui  ne  montent  qu'aux  degrés  marqués  par 
ces  facteurs.  On  peut  même  la  résoudre  directement  sans  passeï 
par  aucune  équation  intermédiaire,  comme  on  le  verra  dans  la  Note 
suivante. 

24.  Nous  avons  supposé  (  n°  18)  que  l'exposant  m  du  degré  de 
L'équation  est  un  nombre  premier;  considérons  maintenant  le  cas 
où  cet  exposant  est  un  nombre  composé.  Dans  ce  cas,  nous  avons 
vu  que  les  racines  de  l'équation  ym —  1=0  sont  de  deux  espèces  . 
les    unes    sont    communes    à    l'équation   y* —  1=0,    n    étant    un 
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diviseur  de  m,  et  leurs  puissances  ne  peuvent  pus  représenter  Imites 
1(  s  racines  de  l'équation  primitive,  parée  qu'elles  n'on!  île  valeurs 
différentes  que  jusqu'aux  puissances  ri  ;  après  quoi ,  les  mêmes 
valeurs  reviennent  toujours  dans  le  même  ordre;  les  autres  n'ap- 
partiennent qu'à  L'équation  j"  —  1  =  0,  et  jouissent  des  mêmes  pro- 
priétés que  lr>  racines  de  celte  équation,  lorsque  m  est  un  nombre 
premier.  Ainsi,  il  faudrail  d'abord  borner  le  raisonnement  du 
n"  i8  aux  seules  racine-,  a,  qui  sont  propres  à  l'équation  ym — i=o, 
et  modifier,  en  conséquence,  les  conclusions  que  nous  en  avons 
déduites,  relativement  à  l'équation  eu  ?.  De:  plus,  en  n'employant 
même  que  ces  racines  pour  a  ,  on  ne  peut  pas  dire  que  la  sub- 
stitution d'une  puissance  quelconque  «le  a  à  la  place  de  a  dans  la 
,i  i  if  a,  a%  a3,  etc.  am—1,  redonne  toujours  les  mêmes  termes, 
parce  que  si  7ii  =  np,  la  substitution  de  a"  pour  a,  ne  donnera  ja- 
mais que  les  puissances  a",  a"1,  etc.  ct">\  à  cause  de  a"'  =  i ,  11 
résulte  de  1  i  que  les  quantités  £»',  £",  £'",  etc.  ne  pourront  plus  être 
les  racines  d'une  même  équation  ,  mais  devront  dépendre  d'équa- 
tions différentes  qu'il  faudrait  chercher  séparément,  ce  qui  alonge- 
rait  le  calcul. 

Mais  en  employant  les  racines  communes  à  l'équation  y*  —  i  =o, 
la  méthode  générale  se  simplifie,  et  la  résolution  du  degré  m  se  réduit 
à  celle  d'autant  d'équations  des  degrés  inférieurs  n  que  l'exposant  m  a 
de  facteurs  premiers;  c'est  ce  que  nous  allons  développer. 

aj.  Supposons  donc  que  le  nombre  /«ait  un  diviseur  n,  nous  avons 
VU    'n"   -;    que   toutes   les  racines   de  l'équation  y" —  I  =0  sont   coin 
munis  à  l'équation  ym — i  =0;    ainsi    dans  la   fonction 

t  =  x    +  eue"  -f-  ct.se'"  -\-  etc.  -f-  xm-,xM, 

nous  pourrons  prendre  pour  aune  des  rai  lue-,  de  l'équation  7" — 1=0. 
On  aura  alors  a"=  1  ,  a"+,=a,  a"+a  =  a',  etc.,  a"=i  ,  a,""f'l=a. 
a,"+*  =  a.%,  etc.,  jusqu'à  a.m=i  ;  et  l'expression  de  t  se  réduira  à 
celte  forme  plus  simple, 

t  =  X'  +   aX"  -f  a»X'"  -f-  etc.  +  a"-\w 

en  faisant,  pour  abréger, 
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X'  =  x'  4-  a*,+,>  ■+■  x^"+o  _f_  etc.  +  a*»-**-», 

X"  =  x"  -f-  af*+*  +  art»«+»3  4-  etc.  +  a;C— »+»', 

X'"  =  xm 4-  ^c"-*-3)  +  .rO-4"33  +  etc.  4-  ^"—"•+-3:), 

etc.  , 

X.00—  xw_|_  ^c  »)     _f_  ^(3»)      _j_  etCi  _|_  -cc-j 

Regardant  maintenant  les  quantités  X  ,  X",  X'",  etc.  Xw  comme 
les  racines  d'une  équation  du  degré  n,  il  est  clair  qu'on  pourra  appli- 
quer à  la  fonction  t  les  mêmes  raisonnemens  qu'on  a  faits  dans  les 
n°5   i5  et  16,  et  qu'on  parviendra  à  des  conclusions  semblables. 

Ainsi,  en  faisant  t"  =  ô  ,  on  aura ,  à  cause  de  a":=  i  ,  une  expres- 
sion de  9  de  la   forme 

6  =  %>  +  «f  4-  «>£"  4  etc.  eL—fX-O, 

daus  laquelle  les  quantités  £°,  £',  £",  etc.  seront  des  fonctions  con- 
nues de  X',  X",  X'",  etc.  lesquelles  auront  la  propriété  d'être  in- 
variables par  les  échanges  simultanées  de  X'  enX",  X"  en  X'",  etc., 
X«  en  X'. 

Connaissant  ces  quantités ,  on  aura  immédiatement  les  valeurs 
des  racines  X',  X",  X'",  etc. ,  par  des  formules  semblables  à  celles 
du   n°    16. 

Ainsi,  en  prenant  i  ,  a,  ^3,  etc.  pour  les  racines  de  l'équation.  .. 
j* — i  s=  o  ;  et  supposant  que  6°,  6',  6",  etc.  soient  les  valeurs  de  6 
qui   répondent   à  a=  i  ,  a,  /S,  y,  etc.,   on  aura 

n  m  * 

X'  -  -  l/ÊF  +  y/F"  4-  Vw  +  etc. 

n 

h  n  a 

x„  __  \/¥  +  «»-  y/y  +  $—  y/677  4  etc. 

x,„  _  y/F  4  «""'  l/y  4  g—'  y/677  +  etc. 
etc.  , 
où  l'on  remarquera  que   le   terme    y/fl*    est  toujours  é^al  à  la  somme 
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des  racines ,  qui  est  ici 

X'  -f-  X"  +  X/"  +  etc.  =  x'  -f-  x"  +  x'"  +  etc.  =   A. 

On  n'aura  encore  par  là  que  les  racines  X',  X'',  X'",  etc. ;  pour 
avoir  les  racines  primitives  x',  x",  x'",  etc.,  il  n'y  aura  qu'à  regarder 
séparément  celles  qui  composent  chacune  des  quantités  V,  V,  X'",  etc. 
comme  les  racines  d'une  équation  du  degré  égal  au  nombre  de  ces  ra- 
cines, et  y  appliquer  la  même  méthode. 

j.6.  Lorsque  n  est  un  nombre  premier,  ce  qu'on  peut  toujours  sup- 
poser en  prenant  pour  n  un  des  facteurs  premiers  du  nombre  m,  les 
quantités  £',  £",  §'",  etc.  seront,  comme  dans  le  n°  18,  les  racines 
d'une  équation  du  degré  n  —  1,  dont  les  coefficiens  dépendront  d'une 
équation  du  degré  1.2.3.../Z —  2.  Celte  dernière  équation. aura  pour 
coefficiens  des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de  l'équation  en  X,  dont 
X',  X",  X'",  etc.  sont  les  racines.  Or  ceux-ci  ne  sont  pas  connus; 
il  n'y  a  que  ceux  de  l'équation  donnée,  dont  x',  x",  x'",  etc.  sont  les 
racines,  qui  le  soient;  il  s'agit  donc  de  voir  comment  ceux-là  pour- 
ront  dépendre  de  ceux-ci. 

Il  est  clair  qu'en  substituant  pour  X',  X",  V",  etc.  leurs  valeurs 
en  x',  x",  x"',  etc.,  les  coefficiens  dont  il  s'agit  deviendront  des 
fonctions  connues  des  racines  x',  x",  x'",  etc.  ;  et  pour  trouver  les 
équations  d'où  ces  fonctions  dépendront  ,  la  difficulté  se  réduira 
à  chercher  de  combien  de  valeurs  différentes  ces  fonctions  seront 
susceptibles  par  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  x\ 
x",  x'",  etc.  xw. 

27.  Le  nombre  total  des  permutations  entre  ces  m  racines,  est 
en  général  1.2. 3... m\  mais  s'il  y  a  des  permutations  qui  ne 
produisent  aucun  changement  dans  les  fonctions  dont  il  s'agit,  il 
faudra  diviser  par  le  nombre  de  ces  permutations  le  nombre  total 
des  permutations,  parce  que  chaque  permutation  se  combinant 
avec  toutes  les  autres,  ne  s'ajoute  pas  aux  autres,  mais  les  mul- 
tiplie. 

Or  les  racines  x',  x^*0,  etc.,  j^"-"-*-1)  (|lll  enlrent  dans  l'exprès 
sion  de  V,   et  qui    sonl  au  nombre   de  p ,    à   cause    de   m  =  n/> . 
sont  susceptibles    de    1.2.3.../?    permutations;   mais    comme    elles 
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entrent  dans  X'  sous  une  forme  invariable,  leurs  permutations  ne 
produisent  aucun  changement  dans  la  valeur  de  X':  par  conséquent 
on  aura  d'abord  le  diviseur   1.2. 3...  p. 

L'expression  de  X"  étant  dans  le  même  cas,  donnera  de  nouveau 
le  diviseur  1 .2.3. .  .p;  de  sorte  qu'on  aura  le  diviseur  (1 .2.3.  .  . />)*, 
à  raison  des  deux  fonctions  X'  et  X";  par  la  même  raison,  les 
trois  fonctions  X',  X",  X'",  donneront  le  diviseur  (1 .2.3.  .  .  p)3  et 
les  n  fonctions  X',  X",  X'",  etc.  Xw  donneront  par  conséquent  le 
diviseur  (  1 .  2 . 3 . .  .  p)". 

Enfin  les  n  quantités  X',  X",  X'",  etc.  sont  susceptibles  en  elles- 
mêmes  de  i.2.3...  «  permutations;  et  comme  les  coefliciens  de 
l'équation  en  X,  sont  des  fonctions  invariables  de  ces  quantités,  il 
en  résultera  encore  le  nouveau  diviseur   1.2. 3...  n. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  coefliciens  de  cette  équation,  re- 
gardés comme  des  fonctions  des  m  racines  a:',  x",  x1",  etc.,  ne  seront 

susceptibles  que  de 5 — '■ — '■ —  _ r-n  valeurs  différentes,   et 

ne  dépendront  par  conséquent  que  d'une  équation  de  ce  degré. 

Ainsi ,  les  coefliciens  de  l'équation  du  degré  1 .  2 . 3 .  .  .  n  —  2 ,  qui 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de  l'équation  en  X,  dépen- 
dront d'une  équation  de  ce  degré. 

Donc,  en  donnant  à  ces  coefficiens  toutes  les  valeurs  qui  ré- 
pondent aux  racines  de  celte  dernière  équation  ,  et  multipliant 
ensemble  toutes  les  équations   résultantes,    on  aura   enfin  une  équa- 

,-  ii'  1.2.3 m  0  v 

tion   du    degré - x  i.2.3...n  —  2),  savoir. 

1.2...»  x  (i.2.3. ../»)"  n 

7 \~—, 1 ^;   ce  sera  l'équation  d'où  dépendront  les  coef- 

(  n  —  1  )  n  (  I  .  2 .  3  .  .  .  p  )"  '  i  ' 

ficiens  de  l'équation  en  £  du  degré  n  —  1  ,  dont  les  racines  seront 
les  valeurs  de  £',  £",  ftmt  etc.  Ainsi  on  peut  dire  que  c'est  à  une 
équation  de  ce  degré  que  la  résolution  de  l'équation  proposée  se  ré- 
duira en  dernière  analyse. 

28.  Pour  achever  la  résolution  de  l'équation  proposée  en  x,  il 
faudra  encore  tirer  les  valeurs  de  ses  racines  x',  x",  x'",  etc.  ar("° 
de  celles  des  racines  X',  X",  V",  etc.  (  n°  25).  Pour  cela,  on 
regardera    les  p   racines    x',    ■rc"+,),  etc.  ,   qui   composent    la    valeur 
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de  X',  comme  étant  les  racines  d'une  équation  du  p"""  degré,  et 
qui   sera  de  cette   forme 

xp  —  X'^?-'  -{-  Xxp->  —  pxp~3  -f-  vx?-*  —  etc.  =  o, 

dans  laquelle  les  coefliciens  A ,  p,  v ,  etc.  seront  inconnus;  niais  comme 
cette  équation  est  censée  renfermer  p  des  m  racines  de  l'équation 
proposée 

xm  —  Aj;"1-1  -f-  xm~*  —  Cx™~3  -f-  etc.  =  o. 

où  m  =72/7,  elle  devra  être  un  diviseur  de  celle-ci;  par  consé- 
quent il  n'y  aura  qu'à  faire  la  division  ordinaire,  en  supposant 
nuls  les  termes  affectés  de  xp~\  xp~%,  etc.  dans  le  reste.  On  aura, 
par  ce  moyen,  p  équations  en  X',  A,  ^  ,  etc.  dont  les  p —  i 
premières  donneront  les  valeurs  de  A,  p.,  etc.  en  X',  par  des  équa- 
tions linéaires.  Ainsi  X'  étant  connu,  on  aura  aussi  A,  p,,  etc.,  et 
il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  cette  équation  du  degré  p.  De 
même,  en  substituant  la  valeur  de  V  à  la  place  de  celle  de  X', 
on  aura  l'équation  qui  donnera  les  racines  x",  a;(""t",),  a:c"+,),  etc. , 
et  ainsi  de  suite. 

2Q.  On  voit  par  là  que  cette  dernière  méthode  revient  à  dé- 
composer l'équation  du  degré  rn^np  en  n  équations  du  degré/?; 
mais  si,  pour  cette  décomposition,  l'on  suivait  la  méthode  ordinaire, 
il  faudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

m(m  —  i  )  (m  —  2) ....  .  (m  —  p  -f-  i  ) 
1.2.3 p 

comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Note  X  ;  au  lieu  que  celle-ci  ne  demande 
que  la   résolution  du   degré 

i  .2.3. . .  .m 


(n—  i)»(i.2.3 />)*> 


qui   est  toujours  moindre  que  le  précédent. 
Soit  /72  =  4;  rc=2,  /7  =  2,  ces  degrés  seront 
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1.2.3.4    O 

=    0,       et       T-rr-    =    o, 

1.2  '  2(2)*  ' 
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Soil   mzziG,  n  =  2,  ^7=3,   on   aura 

6.5.4  i.a.3.4.5.6  _ 

i.a.3  ~"  20'  2(..2.3)«      ~~    I0> 

et   si  l'on  fait  n  =  3 ,  p  =  2  ,    on  aura 

6.5  f.  1.2.3.4-5.6 

7^  —   ib  '  2.3(1.2)"  "~    13' 

et  ainsi  de    suite. 

3o.  Appliquons  la  théorie  précédente  aux  écpjations  du  second  , 
du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

Soit  d'abord  l'équation  du  second  degré 

x*  —  Ax  +  B  =  o  , 

dont  les  racines  soient  x'  et  x". 

On  a  ici  m  =  2 ,  qu'on  peut  regarder  comme  un  nombre  premier  , 
prenant  pour  et  une  racine  de  l'équation  j*  —  i  =  o  ,  on  fera 

t  =  x'  ■+■  ax", 

d'où  l'on  déduit 

9  =  *»  =  x'a  +  x"x  ■+■  <xax'x", 

à  cause  de   a*s=ij  donc  £'  =  nx'x",  fonction  invariable  des  racines 
x'  et  x". 

En  effet ,  on  a  B  =  x'x",  et  par  conséquent  £'  =  2B.  Or  l'équa- 
tion jr%  —  i  =  o  donne  y  =  1  ,  —  13  donc  a  =  —  1  ,  et  (n"  1 7) 
6'  =  A* — 2?'  ==  A*  —  4B-  Ainsi  les  expressions  des  deux  racines 
seront   (nos  16,  17) 

,  _  A+y/(A°-4B) 
x    — '  . 


./■ 


// 


A_t/(A*-4I5) 


•> 


comme  on  le  sait  depuis  long-temps. 

3i.  Soit  maintenant  l'équation  générale  du  troisième  degré 
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xs  —  Ajc*  -|-  Bx  —  C  =  o , 

dont  les  racines  soient  x',  x",  x'". 

On  a  ici  m=3  nombre  premier;  la  Ponction  t  sera  donc,  en 
prenant  pour  a.  une  racine  de  _>'3  —  1=0, 

*  =  x'  +  ax"  +  aV, 

et  la  fonction  9  =  t"3  sera  ,    à   cause  de  a3  =  1  , 

9  =  r  +  *r  +  *t, 

où  l'on  aura 

£°  =  x's  -f-  x"3  +  x'"3  +  6*W", 
£'  ==  3(x"x"  -f  *"»*'"  +  *'"*x') , 
£"  =  3(aj'V  +  x'"x'    +  x'"\r"). 

Les  quantité  £',  £"  seront  donc  les  racines  d'une  équation  du  se- 
cond degré,  dont  les  coefficiens  dépendront  d'une  équation  du  degré 
1.2... 772  —  2,  c'est-à-dire  du  premier  degré,  et  qui  seront  par  con- 
séquent des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de  l'équation  proposée. 
En  effet,  on  voit  que  par  tontes  les  permutations  possibles  entre  les 
trois  racines  x',  x",  x"\  les  deux  fonctions  £',  £"  restent  les  mêmes, 
ou  se  changent  l'une  dans  l'autre  ;  de  sorte  qu'en  les  supposant  ra- 
cines de  l'équation 

£•  _  M£  +  N  ==  o, 

on  aura  M  =  £'-f-?'',  N=r£'g"  fonctions  invariables  de  x',  x",  x'"y 
et  par  conséquent  délerminables  par  les  coefficiens  A  ,  13,  C  de  la 
proposée. 

En  effet,  on  trouve  facilement,  par  les  formules  de  la  Note  X  (n'  p , 

M  =  f  +  g"  =  3AB  -  9C, 

N  =  £'£"  =  9B3  +  ,/A'  —  GAB)C  +  81O. 

Ainsi  l'on  n'aura    à   résoudre  que   l'équation    du  second  degré 
£■  —  (3AB  —  9C) £  +  9B3  +  9  (A3  —  6AB)  C.-f-  81O  =  o, 
dont  on  prendra  les  deux  racines  pour  les  valeurs   de   £'  et  £". 
Faisant  ensuite  (n°  17) 
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6'  =  A^  +  (a  _  ,)§'  +  (a*  -   i)f, 

6"  =  a3  +  (/s  -  o?'  +  os-—  or. 

et  subtituant ,    dans   les    formules  du  n°  16,  3  au  lieu   de  mt   et  A 
au  lieu  de    \/Q°  (n°  17),  on  aura 

A  +  \/V  +   Vw        I  [    ,    __  A  +  \/V  -4-  y/i 

ar     _  3  ,       /  x     -  3 

„  a  +  *yy  +  gVF  l  ou  bien  J   „    _  A  +,1|/F  +  «\/F 

*     —  3  'I  j         ~~  3  ' 

,„        A  +  ^t/y  +gi/^  \  /m  _  a  +  «y/67  +  Il/F 


à   cause   de  /3  =  a1,  et  par  conséquent  /3*  =  a. 

Et  les  deux  quantités  a,   /3  seront  (n°   23)  les  racines  de  l'équa- 
tion y*  +  y  -+"  1  =  0 ,   laquelle    donne 

—  '  +  v7-3        a  —  ---y/  — 3 


*  =  ■  -,      j8 


2 


3a.  Mais  on  peut  avoir  des  expressions  plus  simples ,  par   le  moyen 
de  l'équation  en  G ,  qui  sera  ainsi  du  second  degré. 
En  représentant  cette  équation  par 

e»  —  rl9  +  U  =  o, 

on   trouvera  les  valeurs    de  T  et  U    par   les  formules  données   plus 
haut  (n°  21)- 
On  aura  ainsi 

T  =  3£°  -  A3, 

u  —  T  ^       ' 

où  £2  est  le  premier  terme  dégagé  de   a  dans  le  développement  de 
(£•_{- a£'  _j-  a'£")3  ;    et  l'on  trouve,   à  cause  de  a?  =  1  , 
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Or  on   a   (n°  17)   £°=A3 — g' — £''  =  A3  —  M;    donc    puisque 
£'£"  =  N  ,  on  aura 

T  =  2A3  —  3M , 

I--Ï!         3;  A3  —  M)"4-6N  —  A6. 

2  2 

et  substituant  les  valeurs  de  M  et  N  trouvées  ci-dessus,   on  aura 

T  =  2  A3  —  9AB  +  27C, 

U  =  A6    —  f,A+IJ  +  27AMJ*  —  27B  =  (A*  —  3B)S. 

L'équation    en  6    sera  donc 

6»  _  (2A3  —  9AB  +  27C)9  +  (A*  —  3B)5  =:  o, 

dont  les  deux  racines  étant  prises  pour  9'  et  6'',  et  substituées  dans 
les  expressions  précédentes  de  x' ',  x",  x'",  etc.  ,  on  aura  la  résolu- 
tion la  plus  simple  de  l'équation  du  troisième  degré. 

33.  Venons  à  l'équation  du  quatrième  degré  représentée  par 
la    formule 

x*  —  A*3  H-  Bx>  —  V.x  4-  D  =  o. 

Comme  on  a  ici  4  =  2  ■  a  ,  il  est  plus  simple  de  suivre  la  mé- 
thode du  n°  2j  ;  en  faisant  w  =  2  ,  on  prendra  pour  et  une  racine 
de   l'équation^1 —  1=0,  en  sorle  que  aa  =  1.  On  fera  ainsi 

t  =  X'  +  aX",     X'  =  x'  +  x",     X"  =  x"  +  x". 

De    là,  on    aura 

8  =  %°  +  *%'     et     £  =  X'*  4-  X"*,     §'  =  aX'X". 

Ainsi  l'équation  en  £,  dont  £'  est  racine,  ne  sera  que  du  degré 
« — 1,  c'est-à-dire  du  premier  degré,  et  ses  coefficient  ne  dé- 
pendront  que   d'une    équation    du    degré     '"'    '  '  =  3    (n°  27);    de 

sorte  que  l'on  aura  en  £'  une  équation  du  troisième  degré  ,  telle 
que 

g'i  _  Mg"  4-  N?'  —  P  =  o. 
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Les  racines  de  cette  équation  seront  les  valeurs  de 

%  =  2X'X"  =  i{x?  +  x'")  (x"  +  x'") , 

qui  proviendront  des  permutations  entre  les  trois  racines  ;  et  il  est 
facile  de  voir  en  effet  que  ces  valeurs  ne  seront  que  les  trois  suivantes  : 

2{X'    +    X'")    (x"    +    X"), 

2(x'  +  x"  )  (x"'  +  x'") , 

2^    +  X")    (X"    +    X1"). 

D'après  ces  racines,  on  pourra  former  les  coefliciens  M ,  N,  qui  se  trou- 
veront exprimés  par  des  fonctions  invariables  de  x',  x'',  x'",  x",  et 
seront  délerminables  en  A,  B,  C,  D. 

34.  Pour  faciliter  cette  recherche,  nous   remarquerons  que  l'on  a. 
par  l'équation  proposée , 

B  =  x'x"  H-  x'x'"  +  x'x"  +  x"x'"  +  x"x"  4-  x'"jc:t 
=  (x'  H-  x'")  (x"  +  x")  +  x'x"'   4-  x'x" 
-s  (x'  4-  x"  )   (x'"  +  x'1)   4-  x'x"    4-  x'"x" 
=  (x'  +  x")  (a"  4-  x"1)  4-  *,a?M  4-  x'x"  ■ 

d'où  il  suit  que  si  l'on  fait  £'  =  2B  —  2« ,  l'équation  en  £'  se  trans- 
formera en  une   équation  en   u,  dont  les    racines  seront 

x'x'"  4-  x"x,r,     x'x"  4-  x"'x",     x'x"  4-  arV". 

Soit 

U3  _  R«»  4-  Sa  —  T  =  o 

cette  équation  en   u.   on    aura 

R  ==  x'x'"  4-  x"x"  4-  x'x"  ■+■  x"'x"  4-  a/ar"  4.  x"x'"  =  B, 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière,  en  employant  les  formules  don- 
nées dans  la  Note  X  ,   les  valeurs   suivantes  : 

S  =  AC  —  4D,      T  =  (A1  —  4B)D  4-  C\ 

Désignons  paru'  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  en  u, 

us  _  Ru»  -h  (AC  —  4D)u  —  (A*  —  4B)D  —  Ca  =  o , 
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on  aura£'=:aB  —  211' ;  et  de  là,  en  faisant  a  =  — 1   et  «  =  a,  on  aura 

6'  =  A»  —  a£'  as  A*  —    ,B  +  4»', 
et  enfin 

,_A+v/ëT        x  „  _  a  -  y/ y 

A    —    ; ,         A      _  - 

35.  Maintenant,  comme  X'  =  x'  +  a:'",  on  peut  regarder  a:'  et  a:'" 
comme  les  deux  racines  de  l'équation  du  second  degré  (n*  28), 

x%  —  X'x  4-  A  =  0; 

et  pour  avoir  À,  il  n'y  aura  qu'à  diviser  l'équation  proposée  du 
quatrième  degré  par  celle-ci  ;  le  premier  terme  du  reste  égalé  à  zéro 
donnera 

X'3  —  AX"  +  BX'  —  C 
2X  —  A  ' 

ainsi,  en  résolvant  l'équation    du  second  degré,  on  aura 

,  _  X'+ y/(X"  — 4*)        un  _  y—  VÇS!%— fr)  . 

x    _ ,      x    —  -  , 

et  comme  X"  =  a:"-f-a:,T,  on  aura  les  racines  x",  x",  en  changeant 
dans  ces  expressions  X'  en  X",  ce  qui  ne  demande  que  de  changer 
le  signe  du  radical   %/&'• 

Cette  solution  revient  à  celle  de  Descartes ,  dans  laquelle  on  ré- 
sout l'équation  du  quatrième  degré  en  deux  du  deuxième,  moyennant 
une  du  troisième. 

36.  On  peut  simplifier  ces  formules  en  substituant  d'abord... 
-; — —  à  la  place  de  u,  ce  qui  donnera  cette  équation  en  9, 

6»  —  (3A«  —  8B)6*  ■+■  (3A*  —  i6A'B  -J-  iGB«  -f-  16AC— 64D)  9 
—  (A3—  4AB-f-8C)*  =  o, 

dont  G'  sera  une  quelconque  des  racines  à  volonté  ;  mais  en  em- 
ployant les  trois  racines,  on  peut  avoir  tout  d'un  coup  les  quatre 
racines  a/,  x",  x'",  x'f. 

Car   en  faisant  a  =3 —  1  ,  on  a 

34 
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t  =  x'  -f-  x'"  —  x"  —  x,v, 
et   par  conséquent , 

G  =  V  —  (x'  +  x'"  —  x"  —  x")'. 

Celte  expression  de   ô   n'est  en   effet   susceptible  que  de  ces    (rois 
valeurs  différentes 

(x'-\-x'"—x'—x"y,  {x'-hx''—x"'—x"y,  x'+x"—-x"—x"'y, 

qui  seront  par  conséquent  les  trois  racines  de  l'équation  en  9. 

Nommons  6',  ô'',  6'"    les    trois   racines  de  cette  équation  ;  on    aura 
doue  ces   trois  équations 

x'  -f-  x'"  —  x"  —  X"  =  v/67, 
x'  -f.  x"  —  x'"—  x"  =  \/¥, 
x'  +  X"  _  x"  —  x'"  =  v/8", 

qui  ,    étant  jointes   à  l'équation 

x'  -f-  x"  ■+■  x"'  +  x'1  =  A  , 

laquelle  répond   à  a  =  i  ,   serviront  à  déterminer  chacune  îles  quatre 
racines  x',  x',  x"',  x'1,   et  l'on  trouvera 

A  +  v/&'  4-  l/^  +  v/î3" 


—                     4 

A  -  i/fl'  +  l/F  -  i/ô7 

~~                   4 

y,/  _     A  -f    V/6"'  -   V®  -    V^ 

""                    4 

,.__  A  —   v/6'  —   i/o5  +   V/6" 

3~.  Cette  solution,  la  plus  simple  de  toutes,  est  duc  à  Euler, 
mais  elle  présente  une  espèce  d'ambiguïté  ,  à  cause  des  radicaux 
carrés  qui  peuvent  cire  pris  chacun  en  plus  et  en  moins.  En  effet  , 
on  voit  qu'en  changeant  le  signe  d'un  quelconque  de  ces  radie, m \  . 
ou  les   signes  des  trois  radicaux  à   la  fois,  on  a  un  autre  système  de 
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racines,  représenté  par  les   formules 

,        A  —  v'v  —  V^  —  1/â5" 


r„  _  A  +  y/6'  -  y/6'  +   y/6" 
l 
__  A  —  y/ y  +  y/F  +  y/y7 


x    _  4 

,T_    a  +  y/6'  +  y/6"  —  y/6" 
x    _  ,  . 

Au   contraire,  en  ne  changeant  à  la  fui»  que  les  signes  des  deux  ra- 
dicaux,  on  a  toujours  le  même  système  de  racines.  Ainsi,  pour  savoir 
lequel  des  deux  systèmes  il  faut  employer,  il  n'y  a  qu'à  déterminei 
le  signe  (jne  doit  avoir  le  produit    V  6'   X     Y'Ô''   X    \Zh"'. 
<  >r  l'équation   en  G   donne 

6    X   6"  x   6'"  =  (A1  —  4AB  +  8( 

donc  .  extrayant  la  racine  carrée 

y/fi7  x    \/JF  x     V¥'  =  =fc  (A3  —  4AB  +  8C), 

il   remettant  pourvu    \A"5    %^'"   leurs    valeurs  en    jc\   x",    etc., 

(x'  +  x'"  —  x"  —  x")  (x'  +  x"—  xm—  x")  (x'-\-x"—x"  —  x"') 
=  =4=  (A3  —  4AB  +  SC). 

Pour  déterminer  le  signe  ambigu,  il  n'y  a  qu'à  considérer  un  cas 
particulier,  par  exemple,  celui  où  les  trois  racines  x",  x"\  x"  sont 
nulles.  Dans  ce  cas,  on  aura  A=x',  B  =  o,  C=o,  D  =  o,  et  l'équa- 
tion précédente  deviendra  .a'3  =  db  A 3,  par  où  l'on  voit  qu'il  faut 
prendre  le  signe  supérieur  pour  la  rendre  identique.  Ainsi  on  aura 
nécessairement 

\/W  X     S/W    X     N/Ô7^  =  A3  —  4AB  +  8C. 
D'où  l'on  doit   conclure  (pie  lorsque  la  quantité 

A3  —  4AB  +  8C, 

34.. 
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aura  une  valeur  positive,  il  faudra  employer  le  premier  svstème  des 
racines;  et  que  lorsque  cette  quantité  aura  une  valeur  négative,  il 
faudra  employer  le  second  système,  en  donnant  toujours  aux  radi- 
caux   \/(?,    v/6",    \/W"  une   valeur  positive  (*). 

38.  Passé  le  quatrième  degré,  la  méthode,  quoiqu'applicable  en 
général,  ne  conduit  plus  qu'à  des  équations  résolvantes  de  degrés  su- 
périeurs à   celui  de  la  proposée. 

Pour  le  cinquième  degré,  soit  la  formule  générale 

xi  _  Aj<  -f-  Bx3  —  Cx>  +  Dx  —  E  =  o , 

dont  les  racines  soient  x\  x",  x"\  xiy,  xr. 

Ou    aura  ici  m  =  5  nombre  premier,  et  l'on    fera 

t  =  x'  -\-  ax"  -f-  aVi'"  -f-  a\r'y  +  ct*x\ 

où   a    est   une  des  racines   de  l'équation  jb  —   i   =  o,   autre  que 
l'unité. 

On  fera  ensuite  9  =  t5,  et  l'on  parviendra  à  une  équation  en  0 
du  degré  1.2.3.4,  mais  qui  sera  décomposable  en  2.3  équations 
chacune  du  quatrième  degré  ;  de  manière  qu'en  représentant  cha- 
cune de  ces  équations  par   la  formule 

G*  _  ifls  +  t  g.  _  xfl  +  Y  =  o, 

les  coefliciens  T,  U ,  etc.  ne  seront  susceptibles  chacun  que  de 
six  valeurs  différentes,  par  toutes  les  permutations  possibles  entre 
les  cinq  racines  x',  x",  x'",  x",  xy,  dont  ces  coefliciens  sont  fonc- 
tions ;  et  ces  six  valeurs  ne  dépendront  par  conséquent  que  d'une 
équation  du  sixième  degré  ;  de  sorte  qu'en  dernière  analyse  ,  la 
résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  serait  réduite  à  celle 
d'une  équation  An  sixième.  11  est  donc  inutile  d'entreprendre  ce 
calcul  dont  on  peut,  au  reste,  voir  le  commencement  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  (année  1771,  p.  i3o  et  suiv.\ 

3<).    Nous    n'avons    considéré    jusqu'ici    que     des   fonctions    résol- 
C)   foyez  page  3io   ,   la  correction  laissée  par  M.  Lagrange  pour  cet  article. 
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vantes  de  la  forme  x -\-a.x" -\-a.%x'" -\-  etc.  ;  mais  les  principes  que 
nous  avons  employés  pour  trouver  directement  l'équation  dont  ces 
fonctions  seraient  les  racines,  peuvent  s'appliquer  à  toute  autre 
fonction  des  racines  x',  x",  x'",  etc.  de  l'équation  proposée.  Il 
ne  s'agit  que  de  chercher  toutes  les  différentes  formes  dont  la 
fonction  proposée  est  susceptible  par  toules  les  permutations  des 
racines  x',  x'1,  x'",  etc.  entre  elles,  et  former  une  équation  qui 
ait  toutes  ces  différentes  formes  pour  racines.  Les  coefficiens  de 
celle  équation  étant  des  fonctions  invariables  de  ces  racines,  seront 
aussi  des  fonctions  invariables  des  racines  de  la  proposée,  et  pour- 
ront par  conséquent  se  déterminer  par  des  fonctions  rationnelles 
des  cotfliciens  de  celles-ci,  qu'on  trouvera  toujours  par  les  formules 
données  dans  la    Note  X. 

On  pourrait  croire  que  cbaque  fonction  différente  des  racines 
d'une  même  équation,  dépendrait  aussi  d'une  équation  différente; 
cela  a  lieu  eu  effet  pour  toules  les  fonctions  qui  ne  sont  pas  sem- 
blables ;  mais  pour  celles  que  j'appelle  semblables  ,  et  dont  la 
propriété  consiste  en  ce  que,  par  les  mêmes  permutations,  elles 
varient  ensemble,  ou  demeurent  les  mêmes,  on  peut  les  faire  dé- 
pendre toutes  d'une  même  équation  ,  parce  qu'on  peut  toujours  les 
exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  dune  quelconque  d'entre 
elles. 

J'ai  donné,  dans  les  Mémoires  de  Berlin  de  l'année  1771  (p.  2o3 
et  suiv.)  ,  une  méthode  générale  pour  la  détermination  des  fonctions 
semblables  des  racines  d'une  équation  quelconque  donnée;  je  ne  la 
rapporterai  point  ici  ,   pour  ne  pas  trop  alonger  cette  Noie. 

|o.  Mais  je  ne  saurais  la  terminer,  sans  dire  un  mot  du  beau 
travail  que  feu  fTandermonde  a  donné  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  <lc  Paris  (année  1771)5  sur  '•'  résolution  géné- 
rale des  équations.  Son  ouvrage  et  le  mien  ont  été  composés  et  lus 
à  peu  près  en  même  temps,  l'un  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
et  l'autre  à  celle  de  Berlin.  P  andermonde ,  en  parlant  d'un  principe 
général,  est  arrivée  des  résultais  semblables  à  ceux  auxquels  m'avait 
conduit  l'examen  des  différentes  méthodes  connues  jusqu'alors.  Comme 
ce  rapprochement  est  intéressant  pour  l'Analyse,  on  sera  bien  aise 
de  les  trouver  ici. 
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Le  principe  dont  il  s'agit  est  que  l'expression  analytique  des  ra- 
cines d'une  équation  doit  être  une  fonction  de  ces  racines,  telle 
qu'elle  puisse  égaler  indifféremment  chacune  des  racines,  et  qui 
ne  soit  qu'une  fonction  de  leur  somme,  de  la  somme  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux,  de  celles  de  leurs  produits  trois  à  trois,  et  ainsi 
de  suite,  afin  que  cette  fonction  puisse  en  même  temps  se  détermi- 
ner par  les  seuls  coefïïciens  de  l'équation  donnée. 

4i.  Eu  examinant,  conformément  à  ce  principe,  la  résolution 
cou  une  de  L'équation  du  second  degré,  Vandermonde  observe  que 
la  fonction  qui  donne  cette  résolution  est  de  la  forme 

q-f  &+  y/(a—  iy 

2  ' 

a  il  b  étant  les  deux  racines  de  l'équation.  En  effet,  à  cause  de  I  am- 
biguïté du  radical  carré,  celte  expression  devient  indifféremment  a, 
ou  &,  et  en  même  temps  les  deux  quantités  a-\-b  et  (a  — b)'  sont 
exprimables  par  les  coefliciens  de  l'équation  x*  —  A x  +  B  =  o  ; 
car  on  a 

a-\-b  =  A,    {a  —  by=a*-\-è%  —  2ab  =(a-\-b)a  —  4ab  =  A*  —  .\\>  : 

,            ,        .     ,    ,-                        A±V/(A>  —  4B) 
ce  qui    donne  la  resolution  connue    . 

L'auteur  applique  ensuite  le  même  principe  aux  équations  du 
troisième  degré ,  et  il  trouve  que  la  fonction  qui  donne  leur  résolu- 
lion  .  peut   se  réduire  à    la    forme 

a  -j-  k  -|-  c  -+■  y/Q  +  r'b  -f-  r'c)3  +  y/Q  +  r"b  +  rV)3 

3  ' 

où  a,  b,c  sont  les  trois  racines  de  l'équation,  et  r\  r"  les  valeurs 
qui  satisfont  avec  l'unité,  à  l'équation  r*  —  i  =  o.  En  effet,  cette 
expression  devient  d'abord  «gale  à  a,  à  cause  de  i  +  r+r"  =  o; 
ensuite,  comme  chaque  radical  cube  peut  être  multiplié  par  r'  ou  r', 
la  même  expression  deviendra  b,  ou  c,  en  multipliant  les  deux  ra- 
dicaux par  /•'  et  r",  ou  par  r"  et  r',  à  cause  de  r"  =  r'%  (  n°  5). 
De  là  Vandermonde  conclut  que  pour  un  nombre  quelconque  m  de 
racines  .   la  fonction  qui  deviendra  indifféremment  «,  ou  b,  ou  c.  <  te  . 
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sera  de  la  forme 

1  (a  +  b  +  c  +  etc.)  +  v/(«  +  /•'£  +  r"c  +  el  i 
+   v/(a  +  r"i  +  r"»c+etc.)"  +  î7(a+','3*H-^/3c+etc.)ra+etc., 

/•',  /'",  /■'",  etc.  étant  avec  l'unité  ies  racines  de  l'équation  im — 1  =o. 

Si  l'on  compare  cette  expression  à  celle  de  la  racine  x'  du  n"  i6, 
on  verra  facilement  leur  accord,  en  considérant  que  ô  est  en  gé- 
néral =  {x'~+-ax"  -h  a.'x'"  +  etc.)™  (n°  i5),  et  que  6',  0",  etc.  sont 
les  valeurs  de  6  qui  répondent  aux  racines  a,  /3,  j,  etc.  de  l'équa- 
tion jrm — l=o,  lesquelles  sont  désignées  par  /•',  /•",  /•'",  etc.  dans 
l'Analyse  de  Vandermonde ,  et  que  lorsque  m  est  un  nombre  pre- 
mier, toutes  les  racines  sont  représentées  également  par  i  ,  a.,  a*. 
a3,  etc.,  par    i,  /S,  /3%  /S3,  etc.  (n°  5). 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  («-f-  r'b-{-  r"c-j-  etc.)"'  en  fonctions 
des  coefïïcieos  de  l'équation  donnée,  en  quoi  consiste  toute  la  difficulté 
du  problème,  l'auteur  emploie  un  algorithme  ingénieux,  fondé  sur 
une  notation  particulière;  il  ne  cherche  pas  à  priori,  comme  nous 
l'avons  fait,  le  degré  de  l'équation  d'où  cette  détermination  doit  dé- 
pendre; mais  il  donne  pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  leur  résolution  complète;  el  pour  celles  du  cinquième  et  du 
sixième  degré,  des  formules  générales  <|u"il  appelle  types,  et  qui  font 
voir  que  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  dépend  en 
dernière  analyse  d'une  équation  du  sixième,  et  que  la  résolution  de 
celle-ci  dépend  de  celle  d'une  équation  du  quinzième  ou  du  dixième 
degré  ,  comme  nous  l'avons  trouvé. 

\n.  Vandermonde  a  aussi  remarqué  les  simplifications  dont  la  for- 
mule générale  des  racines  est  susceptible  dans  les  degrés  dont  l'expo- 
sant est  un  nombre  composé)  par  exemple,  il  trouve  que  ,  pour  les 
équations  du  quatrième  degré  ,  les  racines  a,  b,  c ,  d  peuvent  être  re- 
présentées par  la  fonction 

\[{a  -f-  b  +  c  +  d    -\-\/{a  H-  b  —  c  —d)' 
+  l/0  +  c  —  b  —  d)'-\-\/(u  -f-  d  —  b  —  c)»], 
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en  prenant  les  radicaux  carrés  en  plus  et  en  moins ,  et  il  en  déduit  la 

résolution  donnée  plus  haut  (11°  36). 

Comme  la  méthode  de  Vandermonde  découle  d'un  principe  fon- 
dé sur  la  nature  des  équations,  et  qu'à  cet  égard  elle  est  plus  di- 
recte que  celle  que  nous  avons  exposée  dans  cette  Note,  on  peut  re- 
garder les  résultats  communs  de  ces  méthodes  sur  la  résolution  générale 
des  équations  qui  passent  le  quatrième  degré,  comme  des  conséquences 
nécessaires  de  la  théorie  générale  des  équations. 


>\\    \\    VVUV  AWWAVVW    %\    \\^>   \\»\VAVa\ft\    AWW     HHWV   W\\    V\\  \\    \\  \*\\\\\  V  \\\S\\i\\\\\  *\\v\\  \\\v  v\  \\\  k\\  *\\  .  \ 
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Oh  l'on  donne  la  résolution  générale   des  équations  a 

deux  termes. 


i.  Quoique  les  équations  à  deux  termes,  telles  que  x^ — A=  o,  ou 
plus  simplement,  x*1 —  i  =  o  (puisque  cette  forme-là  peut  se  réduire 

à  celle-ci,  en  y  mettant  .ry/A  pour  x) .  soient  toujours  résolubles  par 
les  tables  des  sinus,  <1  une  manière  aussi  approchée  qu'on  puisse  le  dé- 
sirer, en  employant  la  formule  connue 

x  ■=■  cos  -  3Go°  -f-  sin  v  3<  ii  »°  x  \; —  i  . 

U  fi 

et  faisant  successivement  c=i,  2,3,  etc.,  p.,  leur  résolution  algé- 
brique n'en  est  pas  moins  intéressante  pour  l'analyse;  el  les  géomètres 
s'en  sont  beaucoup  occupés.  Ils  ont  d'abord  réduit  la  difficulté  à  ré- 
soudre les  équations  dont  le  degré  a  pour  exposant  \\\\  nombre  premier, 
comme  nous  l'avons  vu  au  commencement  de  la  Noie  précédente.  IN 

ont  trouvé  de  plus  que  comme  l'équation  x  — 1  =  0  a  nécessairement 
i  pour  l'une  de  ses  racines,  en  la  divisant  par  x — i  ,  on  a  pour  les 
autres  l'équation  du  degré  f/. —  i  , 


x 


<■■-- 


•i     ,    „/*  —  2    .    „*— 3 


+  xfi~2-\-xt'->  +  etc.  +  i  =  o , 


laquelle  étant  du  Retire  des  équations  qu'on  appelle  réciproques  s  parce 
qu'elles  demeurent  les  mêmes,  en  y  changeant  x  en  -  ,  est  décompo- 

sable  en  h       -  équations  du  second  degré,  telles  que  x% — ^\r-f-i  =  o, 

dans    lesquelles  /    dépend    d'une    équation   du    degré de    la 


ft—  i 
i 
forme 
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»  ,      »  —  >        /  \    » — 2        /  \    » — 3    .    (»  —  2)  (>  —  3)    »  —  4 

r+.y      —  (»  —  *)r      —("  —  2)7      H ^ r 

(»_3)(»— 4)     v  — 5 
-f- i-i iy  r  — etc.  =  0, 

1  2  •/ 

où  v  =  - ,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Note  X  (n°  izj). 

De  cette  manière  on  avait  pu  résoudre  l'équation  x7 —  1=0,  parce 
qu'elle  se  réduit  à  une  équation  du  troisième  degré  ;  mais  on  était  ar- 
rêté à  l'équation  x11 —  1  =  0,  qui  ne  se  réduit  par  ce  moyen  qu'à  une 
du  cinquième. 

2.  On  en  était  là  lorsque  M.  Gauss  donna,  en  1801 ,  dans  son  excel- 
lent Ouvrage  intitulé  Disquisiliones  arithmeticœ  (*) ,  une  méthode 
aussi   originale   qu'ingénieuse   pour  réduire  la  solution  de  l'équation 

x? — 1  =0,  lorsque  ft  est  un  nombre  premier,  à  la  résolution  d'autant 
d'équations  particulières  que  le  nombre  fx.  —  1  contient  de  facteurs 
premiers ,  et  dont  les  degrés  soient  exprimés  par  ces  mêmes  facteurs. 
Ainsi  l'équation  x13—  1  =0  ne  demande  que  la  résolution  de  deux 
équations  du  second,  et  d'une  du  troisième,  parce  que  i3 — 1=2. 2. 3. 
L'équation  x" —  1  =  0  ne  demande  que  la  résolution  de  quatre  équa- 
tions du  second  degré,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  en  appliquant  les  principes  de  la  théorie  de  M.  Gauss  à  la  mé- 
thode exposée  dans  la  Note  précédente,  j'ai  reconnu  qu'on  pouvait 
obtenir  directement  la  résolution  complète  de  toute  équation  à  deux 
termes  dont  le  degré  est  exprimé  par  un  nombre  premier ,  sans  passer 
par  aucune  équation  intermédiaire ,  ni  avoir  à  craindre  l'inconvénient 
qui  naît  de  l'ambiguïté  des  racines.  C'est  ce  que  je  vais  développer  dans 
celte  Note. 

3.  Soit  l'équation  à  résoudre  x?  —  1=0,  ^  étant  un  nombre 
premier  ;  si  l'on  en  sépare  la  racine  =  1  ,  elle  s'abaisse  à  celle  -  ci  du 
degré  /u. —  1  , 

af~  '  +  y_2+  ^-3+  etc.  +  1  =  0. 
Soit  r  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  on  pourra  représenter 

(*)  Cet  ouvrage  vient  d'être  traduit  en  français,  sous  le  titre  de  Recherches 
arithmétit/ues  _,  chez  Bachelier. 
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ses  u —  i  racines  par  les  termes  île  la  série  géométrique 

r,  r»,   r5,  r*,  etc.,  /*—  '  , 

comme  nous  l'avons  démontré  dans  la  Note  précédente    n    5 

M     Gauss  a   eu    l'idée   ingénieuse   et   heureuse   de   substituer  à    la 
progression   arithmétique  des   exposans   de  r,   une    progression  géo 
métrique,  en  vertu  du  fameux  théorème  de  Fermât,  sur  les  nombres 

premiers. 

Par  ce  théorème  démontré  d'abord  par  Euler,  et  ensuite  par  tous 
ceux  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  îles  nombres,  on  sait  que  si 
u  est  un  nombre  premier,  et  a  un  nombre  moindre  que  /u,  le  nombre 

et'  "   —  i  sera   nécessairement  divisible  par   /x,  de  .sorte  que  le   reste 

de  la  division   de  et  par  [/. ,  sera  l'unité. 

Euler  a  démontré  de  plus  que  si  en  divisant  tous  les  termes  de  la 

progression  a,  a1,  as,  etc.,  et  '  par  jtt  ,  il  se  trouve  d'autres  puis- 
sances de  a  qui  donneut  aussi  l'unité  pour  reste  ,  les  exposans  de 
ces  puissances  seront  nécessairement  des  diviseurs  de  fx —  r.  De 
sorte   que    pour  savoir  si    parmi    les    puissances    de   a   moindres   «pie 

et'  ' ,  il  y  en  a  aussi  qui,  étant  di\ises  par  [x.  ,  donnent  le  reste 
i  ,  il  suffira  d'essayer  celles  dont  l'exposant  sera  un  diviseur  de 
u  —  i. 

4.  On  nomme  racines  primitives  les  nombres  a  dont  aucune  puis- 
sance moiudre  que  et  ne  donne  le  reste  1  par  la  division  pat  //,; 
el  ces  racines  ont  la  propriété  que  tous  les  termes  de  la  progression 
a ,  a%,  a3,  etc. ,  et  "  '  étant  divisés  par  jx  ,  donnent  des  restes  diffé- 
rons, et  donnent  par  conséquent  tous  h>  nombres  moindres  que  fx 
pour  restes,  puisque  ces  restes  sonl  au  nombre  de  u —  1.  Car  si 
deux  puissances  a",  ap  donnaient  le  même  reste,  n  et  p  étant  <  fx  , 
et  p  <  n,  Jeur  différence  a'  —  a'  =  a"  (a"- r  —  1  )  serait  nécessaire- 
ment divisible  par  (x  ,  mais  a  n'étant  pas  divisible,  el  tx  (-tant  pre- 
mier, il  faudrait  que  a—'  —  1  le  fût  ;  dune  il  y  aurait  une  puissance 
a'-'  moindre  que  at~  '  qui  donnerait  l'unité  pour  reste,  par  consé- 
quent a  ne  serait  pas  racine  primitive,  contre  Fhypoth»  se. 
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On  n'a  pas,  jusqu'à  présent,  de  méthode  directe  pour  trouver 
les  racines  primitives  pour  chaque  nombre  premier  :  mais  on  peut 
toujours  les  trouver  facilement  par  le  tâtonnement.  Euler  en  a 
donné  dans  les  Commentaires  de  Pétersbourg  (Tome  XVIII),  une 
table  pour  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  37  ,  que  nous  place- 
rons ici. 


3 

2 

5 

2, 

3 

7 

3, 

5 

1 1 

2, 

6, 

7  ? 

8 

i3 

2, 

6, 

7  ' 

1 1 

"7 

3, 

5, 

6, 

7  5 

11 , 

■9 

2, 

3, 

io, 

i3, 

i4, 

23 

5, 

7> 

10, 

"j 

i3, 

00 

t 

3, 

8, 

10, 

11, 

12 
i5 


•4 


12 


i3  ,  14  >  i5  ,  17 ,  20 ,  21 

14,   i5,   18,  19,  ai,  26,  27 
21  ,  22  ,  24 


/  ■> 


,  i3,  i5,  17,  18,   19,  20,  22,  24,  32,  35 

rque  que  le  nombre  de  ces  lacines  primitives,   pour  un 
lier  /x  donné,  est  toujours  égal  à  celui  des  nombres  moin- 
yu.,  et  premiers  a  /u.  —  1.  On  peut  voir,  sur  ce  sujet,  la  sec- 
tion troisième  des  Disquisiliones  arithmeticœ. 

Au  reste,  pour  notre  objet,  il  suffira  de  connaître  une  seule 
des  racines  primitives  pour  un  nombre  premier  donné  ,  et  il  sera 
toujours  plus  avantageux  ,  pour  le  calcul ,  d'en  connaître  la  plus 
petite. 

5.  Soit    donc  a    une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  u  , 
de  manière  que  les  jx  —  1   termes  de   la    progression  géométrique  a, 

a1,  a3,  etc.  </*"'",  étant  divises  par  u,  donnent  pour  restes  tous  les 
nombres  moindres  que  jw  ,  dont  l'unité  sera  le  dernier  ;  il  est  fa- 
cile de  voir  que  les  fJi —  1  racines  r,  r*,  r3,  etc.  r  '  (n°  3)  pour- 
ront aussi,  en  faisant  abstraction  de  l'ordre,  être  représentées  par  la 
série 

a  a'  a3  ,  a/U—'1 

r ,     /•  .     /■    ,     /■    .     etc.     ;■ 
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Car  connue  on  a  par  L'équation  xt  —  i  =  o,  dont  r  est  supposé  ra- 
cine, 1^  =  i,  il  est  visible  qu'à  la  place  de  chaque  puissance  de  / 
comme  r  ,  lorsque  À  ^>  e. ,  on  pourra   toujours  prendre  la   puissance 

/■' ,  où  v  sera  le  reste  de  la  division  de  À  par  [/,.  Ainsi,  dan»  la  série 
précédente,  on  punira  toujours  réduire  les  exposans  de  /•  à  leurs 
restes  après  la  division  par  jjl  ,  restes  que  nous  axons  vu  comprendre 
tous  les  nombres  i,  2,  3,  etc.,  jusqu'à  u  — 1,  niais  dans  un  ordre 
différent  de  l'ordre  naturel,  ce  qui  est  ici  indifférent  pour  les  racines 
r,  /•*,/•',  etc. 

L'avantage  de  celle  nouvelle  forme  des  racines  consiste  en  ce  que 
si  dans  la  .-crie  des  racines 

a  a?  a?  a^  .  a<"— 2 

/■,     /■  ,     /•    ,     r    ,     r    ,     etc.     r  , 

on  met  r1  à  la  place  de  /■.  elle  devient 

r  ,      r    ,      /•    ,      r    ,      /•    ,     etc.      r  : 
et  si  l'on  y  met  /•     à  la   place  de  r,  elle  devient 

a*  a3  a*  a5  a6  ,  a 

r    ,      r    ,      r    ,     r    ,      r    ,     etc.     /•,     r  , 
et   ainsi  de  suite. 

En  effet,  il  est  visible  que  par  la  substitution  de/'"  à  la  place  de  /•,  /■" 
devient  (/•")"  =  ''"*,  ''"*  devient  (/*)«'  =  /•"*,  etc.,  et  le  dernier  terme 

devient  (/"/'  = /•"  =  ;•,  à  cause  que  le  reste  de  et  '  après  la 
division  par  [/,  est   l'unité. 

De   même,    par    la   substitution   de  r      au   lieu   de   /' ,  ra    devient 

/   a*\a  a'        a'-     1       •       ,     /  a'  \a*  _a*        .  p  1         • 

[r    )    =r    ,  /■      devient  [r    )     =r    ,  etc.     Lavant    dernier     terme 

a*"-3    1      •        1         /  a*  a*-3  a/*-1  i        i  i      •        i 

/•         deviendra  (r   )  =  r  =  /•,    le   dernier   deviendra.... 

(ra  )  =  ra'    =  r" ,  à   cause  que  le  reste  de  la  division  de  a*  par  ^ 

est  a,  puisque  et  =  a  X  tt~  ,  et  que  le  reste  de  la  division  de 
a1  est   1 . 

6.  Cela  posé,   si  pour  résoudre  l'équation  du  degré  pu—  1  (n°  3) 
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xf~l  _f_   of—2-   _f_  jf-ï  _j_  etc.  _)_    ,    =  o5 

dont  les  racines  sont  (n°  5) 

a       a4       a3        „.„  a^-2 

/• ,  r  ,    r    ,    r    ,     etc.      /•         , 

r*  étant  =  i  ,  en  vertu  de  l'équation  ■XJ"  —  i  =o,  on  emploie  la 
méthode  de  la  Note  précédente,  et  qu'en  prenant  ces  racines  pour 
x',  x",  x'",  etc.,  on  fasse   (n°  i.j,  Noie  précédente), 

.  a     ,        2   a"    ,        3   a3     i  « — 2  û1"- a 

<=/•-}-  a/'    +  a  /•    -f-  a  r     +elc.  ar      r        , 

où  a  estime  des  racines  de  l'équation  y11"  —  1=0;  qu'ensuite 
on  dévelop|>e  la  puissance  f/. —  icn,r  de  l ,  en  faisant  attention  de  ra- 
baisser les  puissances  de  et  et   de   /•   au-dessous  de  a1"         et    de    r^, 

par  les  conditions  a1""  =  1  et  jm'-=.\i  de  manière  qu'on  ait  cette 
fonction   ordonnée  suivant   les  puissances  de  a, 

6  ==  f"1  =  r  +  *?'  +  »f  +  a3?'"  -H  etc.  -f-  af-2^-2), 

les  quantités  £»°,  £',  §",  etc.  seront  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  r,   telles  qu'elles  ne  changeront    pas  par  la  substitution  de 

2  3 

/•",  /a  ,  r  ,  etc.  à  la  place  de  r ,  puisque  nous  avons  vu  (n°  16, 
Note  précédente)  que  ces  quantités  regardées  comme  des  fonctions 
de  x',  x",  x'",  etc.  sont  invariables  par  les  permutations  simultanées 
de  x'  en  x",  x"  en  x"1,  etc.,  ainsi  que  par  les  permutations  simul- 
tanées de  x'  en  x'",  x"  en  x,T,  auxquelles  répondent  les  changemens 

de  r  en  ra,  en  ra  ,   etc.  (u°  5). 

7.    Maintenant   il  est   clair   que   toute   fonction   rationnelle   et  en- 
tière de  r.   dans  laquelle  iM  =  1 ,  peut  toujours  se  réduire  à  la  l'orme 

A   +  15r  -f-  O*  -f  Dr5  +  etc.  +  N>"~\ 

les  coelliciens  A,  13,  C,  etc.  étant  des  quantités  données  indépen- 
dantes de  r.  On  peut  même  prouver  que  toute  fonction  rationnelle 
de  r  est  réductible  à  cette  forme;  car  si  elle  a  un  dénominateur,  on 
pourra  toujours  le  faire   disparaître,  eu  multipliant  le  haut  et  le  bas 
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île  la   fraction  par  un  polynôme  convenable  en  /•,  comme  non-,  l'avons 
vu   dans  la  Note  IV  (n°  3). 

Or   puisque,    dans    notre  cas,   les    puissances    /•,  /•*,  r5,    etc.   r1*     ' 
peuvent  être     représentées,    quoique    dans  un   antre  ordre,    par    les 

puissances    /•,  r  ,  /•   ,  r       etc.  r        ,    on  pourra   également  réduire 
toute  fonction   rationnelle  de  r  à  la   forme 

A  +  Br  +  t>°  +  Dr""  -f-  E/-"3  -f.  etc.  +  Nr^""*, 

en  prenant  pour  A,  B.  C,  etc.    des    coefficiens  quelconques    indé- 
pendans  de  r. 

Donc  si   cette  fonction  est    telle  qu'elle  doive  demeurer    la  même, 
en  y   mettant   r     à  la  place  de  r,   il  faudra  que  la  nouvelle  forme 

A  +  Bra  -f-Cra'  -f-  Dr*3  +  etc.  +  i\V 

(la  puissance  r  devenant  r  se  change  en  r,  puisque  r1*  =  i 

et  ct~  '   divisé  par  fx  donne  le  reste   i)  coïncide  avec  la  précédente, 

ce  qui  donne  ces  conditions 

B  =  C,     C  =  D,     D  ==  E,     etc.     N=B, 
et   réduit  la  forme  de  la   fonction  à   celle-ci 

A  +B(r+  ra   +   ra°  +  ra°    +  etc.  -f.  ra*~\ 

8.  Donc  si  l'on  dénote  par  s  la  somme  des  racines  r,  r*,  r3,   etc.  r^~ 2 
on   aura  également 

r     -f-  /•     -f-  r      + elc-  ~r r         , 

et  les  quantités  £°,  0',  0",  etc.  de   la  fonction  ô,  seront  toutes  de  la 
forme  A  -+-  Us. 

Les   coeflieiens  A    et    B  se    détermineront   par    le  développement 

actuel  de  la  fonction  ô  =  ^— ',  et  la    quantité  s  est  connue   par  la 
nature  de  l'équation  à  résoudre , 

of~l  +  oc?—1  +   etc.  -f-   i  =  o  (n°  6), 
laquelle   donne   sur-le-champ    s= — i.   Ainsi    on   a    le    cas  où  les 
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valeurs  des  quantités  £%  £',  £",  elc.  sont  connues  immédiatement , 
sans    dépendre   d'aucune   équation  :    de    sorte    qu'en    désignant   par 

i  ,  a,  /3 ,  y  ,  elc.  les  fi —  i  racines  de  l'équation  y"~ '  —  i  =  o  , 
et  par  G*,  G',  6",  6'",  elc.  les  valeurs  de  6  qui  répondent  aux  sub- 
stitutions de  ces  racines  à  la  place  de  a  ,  on  aura  sur  -  le  -  champ  , 
par  les  formules  de  la  Note  précédente  (ue  16),  eu  substituant  r  pour  x 
ei   k  —  i  pour  m, 


F— '  h—  '  M-  ' 


ft—1 


_  y/6°  +  y/6'  -f.  \/ 6"  -f  etc.  +  s/^_l) 


fi— i 

M I 


Telle   est  l'expression  d'une  des  racines  de  l'équation  xT  —  i  =  o  ; 

on    aura   toutes  les  autres   par  les  puissances  r%   r3,   etc.   ru    '   ;     mais 
«m  peut   aussi  les   avoir  directement  par  les   mêmes  formules,  en  pre- 
nant  ra  pour  x",  i"     pour    x'":    elc. 
On    aura  de  cetle  manière 

B  y/>  +  *^-2  t/S'  +  ■^~:i  V  V  +  etc. 

r     _  __  , 

M 1  (A 1  [A ! 

a  1/6°  +  a*"-3  y/ 6'  +  /^~3  t/677  +  etc. 

etc. 

g.  On    pourra    aussi,  si  l'on    veut,    se    dispenser   de  calculer    ces 
quantités    £°  et  6°;  car,  par  ce  que  nous  avons  vu  dans  l'article    17 

A* — ' 

île  la  Noie  précédente,  le  terme  \/G0  (en  faisant  ici  m  =  p —  1) 
est  toujours  égal  à  la  somme  des  racines  que  nous  dénotons  en  gé- 
néral   par  s  ,  et    l'expression  de  0  peut   se  mettre  sous  la  forme 

6=."—  +(*—  O  ?'  +  (*'  —  O  £"  +  («'  —  Or+  etc., 

qui  ne  renferme  pas  £"  ;  et  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  a,  /3,  y,  etc 
au  lieu  de  a,  pour  avoir  les  valeurs  de    G',  G",  G'",    etc. 

De  cette  manière,    la   résolution   de    l'équation    x    —   I  ss  o  ,   ne 
dépendra  que  de  la   résolution  de   l'équation  y**'     — 1=0,   dont  1, 
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a,  (à  ,  y  .  etc.  sont  les  racines.  Or,  celle-ci  est  il  un  degré  moindre 
que  la  proposée;  mais  de  plus,  comme  ft — 1  est  nécessairement  un 
nombre    composé,    on    aura   les    racines  a,  /3 ,  y ,    etc.   par   celles 

d'autant  d'équalions  y  —  i  =o  qu'il  y  aura  de  facteurs  pre- 
miers 7r  dans   le    nombre   u  —  1  ,    comme    on  l'a    vu    dans  la  Note 

précédente  (n°   12). 

10.  Soit,  par  exemple,  l'équation  x'' —  1  =  0  dont  on  demande 
les  racines.  Celte  équation  étant  résoluble  par  les  méthodes  connues, 
on  pourra  comparer  cette  solution  a\cc  celle  qui  résulte  de  la  mé- 
thode précédente. 

En  ôtant    par  la   division    la    racine    1,    on    a  l'équation    du   i|u;t 
trième  degré 

xA  4-  .r3   -+■  ,x*  -f-  x  -f-  1    =  o , 

dont   les  racines  .seront,  r,   /•',   r3,   ;•*. 

Puisqu'on  a  ici  //=.),  on  trouve  parla  table  donnée  ci-dessus 
(11°  4)  que  la  plus  petite  racine  primitive  est  2:  de  sorte  qu'on  a 
a=2,   et    que   les  racines    dont   il    s'agit    peuvent  être    représentées 

a  1 

par   les  puissances  /•,  r  ,   r   ,  r    ,    lesquelles   se    rabaissent,    à    cause 
de   /"=[,  à    celles-ci   r,   /*,  r4.  r3,  en   prenant  au  lieu  de   l'exposant 
23  =  8,  le  reste  de  la    division    par  5. 
On  fera  donc 

t  =  r  -f-  eu*  -f-  a*/4  -f-  aV, 

en  prenant  pour  a  une  racine  de  l'équation  j* —  1=  o,  de  manière 
que  l'on    ait  a4  =  1. 

Maintenant,  pour  trouver  la  fonction  6,  il  n;\  a  qu'à  élever  à 
ii  quatrième  puissance  le  polynôme  t,  et  le  développer  suivant  les 
puissances  de  a,  en  rabaissant  celles-ci  au-dessous  de  a4,  et  celles 
de  r  au-dessous  de  r£,  par  les  conditions  a4=  1  et  rs  =  1 .  <  >n 
trouve,  parmi  calcul  qui  n'a  aucune  difficulté, 

6  =  ?  -f-  <  +  **f  -f-  a30'", 

où  les  quantités  £°,  £',  etc.  ont  les   valeurs  suivantes,  clans  lesquelles 

36 
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je   mets  s  pour  la  somme  des  racines  /•.  /•*,  r4,  ;J 

£°   =    12    +    \3s,  %'    =r    l6  +    125, 

f  =  24  +  .05,       %"  =  iCw. 

Ainsi,  comme  s  z±z —  î  par  la  nature  de  l'équation  en  x.  on 
aura 

£•  =  -  j,      ?  =  4,      Ç*  =  >4,     r  =  -  »6, 

et  la    fonction    9  deviendra 

6  =  —    i    +    \ct   -f    i.ja»  —    i6a3. 

Or  l'équation^'* —  i  =o  se  décomposant  en  ces  deux-ci^" —  î  =o 
e^  y%  ~r~ T  —  °5  donne  tout  de  suite  les  quatre  racines  i,  — i. 
\/ — i,  —  \/ — i,  qu'il  faudra  substituer  successivement  pour  a. 
pour    avoir  les  valeurs  de    fl°,  B',  G",  6'". 

On   aura   ainsi 

0'  =  25,     6"  =  —  i5  -f-  20  V/=I^ ,     ô"'=—  l5—  20  \  -^7. 
Donc    substituant  ces    valeurs   dans    l'expression   de    /•  du   u°  8  .    cl 
mettant   s  =  —  î   au  lien    de  \/60  (n°  9),  on   aura  sur4e-cbamp 

r=  i[— i  +  v/5+v/(— i5+2ov/— 0+V/ (— 15— 20  \  —  .)  ]. 

11.  Mais  on  peut  avoir  une  expression  plus  simple  de  la  même 
racine  r,  en  Faisant  u^\'j,a  de  la  méthode  du  nJ  a5  de  la  Noie 
précédente,  laquelle  est  toujours  applicable  aux  équations  du  genre 
que  nous  traitons,  parce  que  l'exposant  \x —  1  est  nécessairement 
un  nombre  composé. 

Supposant  donc  en  général  u —  1  =177-,  et  prenant  pour  x  une 
racine  de  L'équation  y  — 1  =  0,  la  fonction  t  du  n°  6  deviendra 
de  la  forme 

t  =  X    +  aX"  +  *»X"'  -H  etc.  +  *'_IX(,), 

dans   laquelle 
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X      =  /•  +  /■  +  /•  4-  /'  +  etc.  +  r  , 

\      =  ra         +  /'  +  ''  +  ''  H-etc-h'1 

\      =  ,•"         +  ra  -+-   ra  +  ra  +etc.4-/-a 

i  te.  . 

x(0_  r«       +  r»        +  ,/<        _|_  ,.."'       +  (.u..  +  ,.«      . 

On  formera  ensuite  h  fond  ion  8  =  i',  laquelle,  à  cause  dea"=i. 
sera  de  la   forme 

f   4-   <  +  ««£"   +    oe'f   +  etc.  +  ce—1  Ç~\ 

el  aura  la  propriété  que  les  quantités  Ç°,  £',  £",  etc.  seront  des 
(onctions  de  X',  X",  X",  etc.,  telles  qu'elles  demeureront  inva- 
riables, en  échangeant  à  la  fois  X   en  X",    V  en  V".  X"'  en  \",  etc.  . 

\(°  en  X'. 

(  >r  on   voit  pai    les  expressions   précédentes  de  \  .  X",  etc. ,  qu'en 
y  substituant  rJ  à  la  place  de  r,  X   devient  X  ,  X    devient  X'",  etc. 

el    X  ■•'■'  devient   X',  car  X^  se  change  en 

r       -\-    r        -f-   r        -f-  etc.   -f-   r 

mais   7Tv  =  // —  1  ,  et    r  =z  r ,     comme    on    l'a      vu     ci  -  dessus 

(n-    ' 

Donc  les  quantités  £°,  £',  £",  etc.  devront  être  des  fonctions  de  r 
telles  quelles  demeurent  invariables  par  le  changement  de  a  en  r*; 
par  conséquent ,  par  le  n"  7  ,  elles  ne  pourront  être  que  de  la  forme 
A  +  Bs,  A,  1)  étant  des  coefliciens  qui  seront  donnés  par  la  for- 
mation  de  ces    mêmes   quantités,    et  S   dénotant    la  somme  des  racines 

r  -f-  r  -j-  r  +  r  -\-  etc.  -f-  r  ,  laquelle  est  = —  1  par 
I  équation  proposée  :  de  sorte  que  les  quantités  £*,  £',  £'',  etc.  se- 
ront  toutes  données,  comme  dans  le  cas  précédent  (a0  10),  et  l'on 
aura   sur-le-champ ,   par  les   formules  du    n°   2j  de   la  Note    pi 

dente,    en    y    mettant   y   a    la   place    de    // ,   et  s  somme    des    racines 

36.. 


284  NOTE    XIV. 

»  _ 

à   la  place   du  terme  vG°, 

^,     _  s  +  VU  +  V-7^  +  etc. 


x"  =  *  +  "'"'y75'  +  /S'~v&"  +  etc. 


X'" 
etc. 


_    s    +   a'-2  y/6'    -f-   g'~ay/6"    4-    etc. 


Dans    ces  expressions   a,  /3,   j^,   etc.  sont,   avec    l'unité,   les  racines 

de  l'équation  y  —  i  =  o  et   6',  6",  6'",  etc.  sont    les     valeurs    de     & 
qui  répondent  à  la  substitution  de   a,   /3 ,   y,  etc.  au  lieu   de   et. 

On  n'aura  pas  besoiu    de   calculer   la  valeur  de   %",  en  employant 
l'expression  de  9  du  n°  9     laquelle  devient  ici 

9  =  s'  +  (a—  !)£'  +  (««  — 1)  g»  4- («»—  ,.)£"' +  elc. 

y  ,  *t    —     I  ,        .  .   .    ^ 

12.    Le  cas  de  r  =  mente    une  attention  particulière,  parce 

qu'il  donne  la  division  de  la  circonférence  en  /u  parties 

Soit    clone  v  =   ,    et  par    conséquent    -rr   =  2,    on   aura... 

1"—' 
X'  =  r -f-  ra  J  .  Or,  puisque   a        - —  1    est  divisible  par  u.   et  que 

m—  ' 
a   est   supposé  une    racine    primitive,   «  2  — 1    ne  sera  pas  divisible 

_  £rj  /«— ' 

par  |W;  mais   a        — 1  =  (a  2  — 1)  (a  a  -f-  1).    Donc,    /u  étant    un 

/»—  ' 
nombre  premier,    «   J    -f~   •    SCI'a    divisible     par    a,    par    conséquenl 

;U I  /A I 

—  1    sera   le    reste   de    la    division    de    a  a      par   //.;     donc     /■"   ' 

,     ,     .    1 
sera  égale  a 


D" 


r 


Aiiim  l'on  aura 

V  =,-  +  !,     X"  =  /*+-,     X"  =  /•"'  + ^r,     etc. 


NOTE    XIV. 
Or  on  a  ,   par   les   formules  connues  du    théorème  de  Cotes , 

36o°  .    36ou 


-   -\-   sui  y I       (il      Ij 


et ,  en  gênerai  , 


eos  —  3Go°  +  sin  —  36o'  W —  i . 

fi  u 


!> 


onc 


V  =  2cos  -  —  ,   X."  =  acos"  3Go°,    X'"=  2Cos  —  36o°,  etc. 

Ainsi  les  valeurs  de  X',  A",  V",  etc.  sont  toutes  réelles  dans 
ce  cas,  et  donnent  immédiatement  les  cosinus  des  divisions  de  la 
circonférence  en  fx   parties. 

i.ï.  Avant  trouvé,  par  les  formules  générales  du  n°  11,  les  ra- 
cines A',  A",  A'",  etc.,  il  faudra  poursuivre  le  calcul  de  la  même 
manière  pour  arriver  à  la  racine  v.  On  regardera  donc  les  7T  racines 
qui  composent  la  fonction   A',   comme  les   racines  d'une  équation  du 

degré  7r ,  et  on    les   substituera  pour  x',   x",  x'",  etc.  X^*'  dans  l'ex- 
pression générale  de   la  fonction  t  ;    on  aura  ainsi 

t,  =.  r  -\-  ar      -f-  a  /■        -f-  et  r        -+-    etc.   +  a         /■  , 

où    il    faudra  prendre  pour  et  une  racine  de   l'équation  y  —  i  =o. 
De  là    on  aura  ,  à    cause  de   a*"  =  i  , 

8.  =  C  =  C  +  «£   +  *•£  +  etc.  +  a— ,^r,J 

(J'écris  ici  /, ,  o, ,  £,  pour  distinguer  ces  quantités  de  celles  que 
nous  avons  désignées  plus  haut  par  t,  G,  £  ).  Comme  les  quantités 
£?  >  ?o  ?i  s  ,lr  son'  ''"  général  des  fonctions  de  .r',  x",  x1",  et  . 
qui  ne  varient  pas  par  les  permutations  de  je'  en  .r",  x"  en    a;'",  etc., 

avT^  en   x'  (n°    i(i,  Aote   précédente),  elles  seront  ici  des  fonctions 
de  /•  qui   ne  varieront  pas  ,  en  y  changeant  r  en  /•    ,  puisque  par  ce 
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changement,  les   racines  r,  ra  ,  >a   ,  etc.  ra  deviennent  respec- 

tivement  /•    ,  r     ,  r     ,   etc.   r. 

Or   il    n'est   pas  difficile    de    prouver,    par    un    procédé   semblable 
à  celui  du  n"  8,   que  loule   fond  ion    rationnelle  de  r,   qui  aura   la 

propriété  d'être  invariable  par  le  changement  de  r  en  ra  ,  sera  m  - 
cessairement  de  la  forme 

A  +  BX'  +  CX"  +  DX'"  +  etc.  +  IIY(,). 

en   conservant  les  expressions   de   X',  X",   X.'",  etc.  du  n°   n. 

Car  d'abord  toute  fonction    rationnelle  de  /•  peut    se    réduire    à    la 
forme    (  n°   7), 

A  +  Br  +  G*    4-    Dr**  +  E,-"'  +  etc.  +  Nr-^'j 

et  pour  que  cette  fonction  demeure  la  même  ,  en  y  changeant  r 
en  ra  ,  il  faut  que  les  coellicieus  des  termes  qui  renferment 
/"  y  ra   ,    ra    ,    etc.  soient    les  mêmes  que  celui  de  /■;  que   les   coeffi- 

ciens   des   termes  qui  renferment  /•        ,  /•  ,    r  ,    etc.     soienl 

lia  1  «,+a       fta'  " 

les    mêmes   que    celui    de    /•    :   que   ceux    îles    termes    r         ,    r  , 

.  I»+î  .  .  ,  1    •     1         aa  ■      •       1  ■ 

r  ,   etc.  soient  les   mêmes  que  celui  de    /■    ,   et   ainsi    de   suite  : 

ce    qui   réduit  la   fonction   a  la  forme  que  nous  venons  de  lui  assigner. 

En   effet   on  voit  que  chacune  des  quantités  X',  \",  X",  elc.  X^ 

demeure  la    même,  en    y  substituant  r       à   la    place  de  r:  car  le  (1er- 

(t IV  Tf  M— I 

nier  terme  ra  de  X'  devient  ra       =   r"  =  /• ,     le     dernier 

/•rt  de   X"    devient  rrt  =    /'.   et    ainsi   des    autres. 

1  |.  Donc  chacune    des   quantités  £°,  £',    £",   etc.    deviendra,  après 
le    développement,  de  la  forme 

A  +  BX'  +  CX"  +  DX"  +  etc., 
et    aura    par    conséquent    une    valeur   connue.    Ainsi    la    fonction    6 
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9era  connue,  et  l'on   aura  les  valeurs  de  6'.  0",  9'",  etc.,  en  y  sub- 
stituant, au   fieu  de   a.   les  t — 1    racines  a,   /3,  y,   etc.,  qui,  avec 

l'unité,   résolvent  l'équation  y    —  1  =  o.   On    aura   ensuite    pour   /• 
une  formule  semblable  à   celle  du  n°  8.  en    \    mettant   nt  à  la  place 

T 

de  (à. —  1,    el    X.  Minime   îles   racines,  au  lieu  du   tenue    y/fl"    Ou 
aura    ainsi 

sr  ir  <jt 

x'  4-  yï  4-  yV'  -+-  t/^  -f-  eu- 

1  1.  (  )n  aurait  aussi,  si  on  le  désirait  .  les  expressions  des  autres 
racines  r    ,    /      ,    r     .  etc.,  qui  composent  la   fonction   V  (  11°    11) 

en  multipliant  dans  l'expression  de  /   les  radicaux    \  6.     \  6".    etc. 

d'abord   par    a  ~  ,    /3    ~  ,  etc..  cl    ensuite  par   a"- :>,   /3~     ?.  etc., 

x — 3     /)t —  3 
a        ,  «        ,  etc. 

On   pourrait   même,    sans  faire    un   nouveau   calcul,   avoir    éeale- 

'  r* 

»  +  l 

nient    les  racines  /•",    ;■         ,     etc.,    qui    composent    la    fonction    A", 
par  la  seule  considération  que  X' devient  X",  X''  devient   A"',  etc. 
en  y  changeant  r  en  i*\   de  sorte  qu'il  suffira  de  changer  dans  l'ex 

pression  générale  de  G,  A'  en    V.    \"  en    X'",  etc.,  \w  en  X'. 

Parla  même  raison,  comme  X'  devient    V  .  A"  devient  A",  etc. 
par  la  substituti ou   de  /■''    à   la   phuc    de     r,   on    pourra  déduire    des 
expressions   des  racines   qui  composent    la  fonction  X',  celles  des  ra- 
cines   qui    composent    la     fonction     X"',    en    changeant   simplement 
dans    l'expression    générale    de    Q.    A'    en     V  .     V  en    A'\   etc. 
\(,_,)    en    V.    X.W  en  A",  el  ainsi  de   suite. 

i(î.  Si  le  nombre  ir  n'est  pas  premier,  on  pourra,  en  le  dé- 
composant eu  ses  facteurs,  décomposer  encore  l'opération  précédente 
en  d  autres  plus  simples. 

Ainsi   si  tt  =1  t  7r',    on  pourra   ne    prendre  pour  a,  qu'une  racine 

de   l'équation  y    —  1  =  0,  en  sorte   que  et    =  1  ,   et  la   fonction    /, 
(n*  1  1)  de\  iendra 
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tx  =  x;  +  *x:  +  **x;  +  etc.  +  ft'-'x^, 


en   supposant 

+  ra       +  /■"         -+-  /a  +  etc.  + 


A ,      =  r  4"  ;•        4-  '*  H-  '  4"  etc.  +  '' 


2V  — I,V 


=  r  4"  ''  ~r-  ''  -r  etc.  +  ' 


a  ■'+2>      .       a(a,'+,>     .       ,„      ,      rt(*-''+3'' 


=  r  4-  r  4-  /■  4-  etc.  4-  r 

etc. , 

X,      ==  r  4-  /■  4-  r  4-  etc.  -(-  /' 

On  fera  ensuite  9,  =  £,  ,    et   l'expression    de  0,    étant   développée 
sons  la  forme 

g,  =  e:  +  <:  +  «*?:  +  etc.  4-  *-iz{:'\ 

à  cause  de  a"  =  i,  les  quantités  £°  ,  £[  ,  £j" ,  etc.  seront  des  fonc- 
tions de  X^  ,  X",  X™»  qui  ne  changeront  pas  par  le  changement  si- 
multané de  X'  en  X"  ,  de  X"  en  X",  de  X"  en  X",  etc.,  X^'J  en 
X'(iNote  précédente,  a5).  Or  on  voit,  par  les  expressions  précé- 
dentes de  Xj,   X",  elc  ,  que   ces  changemens  ont  lieu  en  changeant 

simplement  r  en  r"  .  Donc  les  quantités  £°,  %[,  (•",  elc.  regardées 
comme  des  fondions  de  r  devront  être  invariables  par  le  chan- 
gement de  /•  en  r"  ;  par  conséquent  elles  seront  nécessairement  de 
la   forme 

A  4-  BV  4-  CX"  4-  DX'"  4-  etc., 

par  ce   qu'on    a  démontré  ci-dessus   (u°   i3). 

Donc,  puisque  les  valeurs  de  V,  \",  \" ,  etc.  sont  déjà  connues  par 
l'opération  précédente,  celles  de  £°,  §[,£",  etc.  seront  connues 
aussi.  Ainsi  la  fonction  o,  sera  connue  aussi  ,  et  de  là  on  aura  les 
valeurs  des  v'  racines  X',  X" ,  X"',  etc.  par  des  formules  semblables 
à  celles  du  nc    ii,  en    y  changeant   v   en  )',   X  en  X, ,  B  en  o,,  et 

prenant  pour  <x  ,  /3 ,  y,  etc.  les  racines  de  l'équation  r"  —  i  =  o, 
excepté  l'unité. 
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On   remarquera  aussi   que   a-  étant    la    somme    des  racines 

X.[,  -f-  X",  +  X"  +  elc.  sera   ici  égale  à  X'. 

17.  La  valeur  connue  de  Xj    ne  donne  que  la  somme  des  tt'  ra- 

ai'i  „  a  v' — 1   I 

cines  /•,    /•       ,    /•       ,  elc.    r  ;  il   faudra,   pour  avoir    la    valeui 

de  /•,  regarder  encore  ces  it'  racines  comme  données   par  une  équa- 
tion du  degré  71' ,  et  faire  de  nouveau 


,,=,  +  «,.""  +«./»■"+  etc.  +  ««'-V  T-  " 


en  prenant  pour  a  une  racine  de  l'équation^  —  1  =0;  on  fera 
ensuite 

e,  =  c  =  v%  +  «?: + *•?:  +  etc.  +  «*'—  çç-'-o> 

et  l'on  suivra  le  même  procédé  que  nous  avons  exposé  dans  le 
n°  i3  et  suiv.  Que  si  le  nombre  tt'  esl  composé  de  manière  que 
l'on  ait  tt'  =  r'V,  ou  pourra,  pour  éviter  le  développement  d'une 
puissance    trop    haute  ,    prendre    pour  a  une    racine    de     l'équation 

y  —  1=0.  ce  qui  donnera  à  tA  la  forme 

t>  =  \;  +  *\:  +  «'XI  +  etc.  +  a'"-'\;  \ 

et  l'on  poursuivra   le   calcul   comme  ci-dessus,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à  ce  qu'on  arrive  à   un   dernier  fin  leur  indécomposable. 

L'avantage  de  ces  décompositions  consiste  dans  l'abaissement  des 
puissances  auxquelles  il  faut  élever  les  polynômes  t  pour  avoir  les 
fonctions  8,  ce  qui  diminue  la  longueur  du  calcul;  et  ensuite  dans 
l'abaissement  des  radicaux  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  racine  r, 
ce  qui  simplifie  cette  expression. 

Telle  est  la  marche  générale  et  uniforme  du  calcul:  nous  allons 
l'appliquer  à  quelques  exemples  pour  la  faire  mieux  concevoir,  et 
nous  reprendrons  d'abord  celui  de  l'équation  xs — 1  =0  ,  que  non.-, 
avons  résolu  ci-dessus  (n°  10). 

18.   On   a    ici    (à. —  1  =  4  =  2.2;   ainsi    on  fera   c  =  2,    nt  =  2 
(  n°    11).    On    prendra     pour    a.    une    des    racines    de     l'équation 
J1  —  1  =  O;  de  sorte  qu'à   cause  de  a'=  1  ,  l'expression  de  la  fonc- 
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tion  t   du  n°  10,  devient 

*  =  X'-f-aX",     où     X'  =  r+/-*,     X"  =/•»  +  /•». 
De  là  on    trouve,  en  faisant  le  carré  de  f,    à  cause  île    a1  =  i  , 

8  =  !•  =  £•  H- *£',    f=X"  +  \"%    ?'  =  2X'\". 

Substituant  les  valeurs  de  X',  X"  en  r,  et  développant  ]>■>  carrés 
et  les  produits,  en  rabaissant  les  puissances  de  /•  au-dessous  de  /û,  à 
cause  de  /'5  =  i ,  oh   trou\  e 

g»  =  4  +  !■  +  /■»  +  ''3  +  '4, 
g'  =  2(r  +  r*  +  r3  +  r*). 

Donc,  comme  r  +  r*  +  r3  +  r4  somme  des  racines  esl  = —  i 
par  l'équation,  on  a  £°  =  3  et  g'  =  —  ?..  Ainsi  l'expression  géné- 
rale de  6  deviendra  6  =3  —  2a. 

De  là,  à  cause  que  les  valeurs  de  a.  sont  i  et  — i,  en  faisant 
ai  —  —  i  ,  on   aura  6  =  5;  et  comme 

s  =  x'  +  x"  -f-  *"'  +'**'  =  —  i  , 
les   formules   du  n*  n   ci-dessus  donneront 

X    = ,      A     _  2 

On  aura  ainsi  par  la  valeur  de  X'  celle  de  r  +  r  ,  somme  de 
deux  des  quatre  racines  de  la  proposée.  Pour  avoir  la  racine  r 
en  particulier,  on  fera  de  nouveau  un  calcul  semblable,  en  Con- 
sidérant les  deux  racines  r  et  >4  comme  racines  d'une  équation  du 
second  degré. 

On  fera  donc  £,  = /'-J-ar1,  a.  étant,  comme  ci-dessus,  racine  de 
y* —  i  =o;  et  de  là,   on   aura 

9,  =  «:  =  ?:  +  <,   où  £;  =  ,-  +  r8,  et  ?;  = 


:  2/'°. 


Ici,  l'on  voit  tout  de  suite  que  les  valeurs  de  %\  et  %\  sont   données 
au  moyen  des  valeurs  déjà  connues  de  X'  et  X".  En  effet,  à  cause  de 

z-5  =  i  ,    et    par  conséquent   r*  =  r3,    on    a    %'  =  r' -\- r1  =  X"     et 


N  OTE    XIV.  agi 

£,  =  2.  T).  me  nu  aura    9,  ==  X"  +  2*  ;  de  .là ,  en  faisant  «= — i.   on 
aura    9'j=X" — 2,  et  la   formule  du   n"    î .(  donnera,  tt  étant  =■>.. 

r  =  x  +  y/(X"-  2) 
Enfin  .  substituant  ici  les  valeurs    \     et  X"  trouvée-    ci-dessus  .  on 

aui  a 

—  i-t-  y/5-1- y/—  io—  a  y/  5  ) 

r  —  4  : 

et  par   les  remarque-  du  n°  i5,    on  aura  aussi 

,..    _    X'-y/(X"-2)_ 

.•i    changeant    \    i  n    Y.    \"  en  X'. 

,,  =  X"+1/(X'~  H  _  X'-y/(X-2)  . 

2  2 

d'où  l'on  aura,    par  les    substitutions  des  valeurs  de    V  el  X". 

4  _  -i-f-y/s—  y/(— i Q—2 y/5) 
'    —  4 

,,  _  -i-y/5-t-y/(- io+2 y/5) 
'    ~~  4 

a  _  -1-1/5— y/(—io+2 y/5) 

'    ~  4 

Comme  5  es!  un  nombre  premier,  ces  valeurs  de  r,  r*,  r5.  r 
seront    les   quatre    racines  qui,    avec    1  unité  ,    résolvent    1  équation 

x5  —  î  =o    (n'  3). 

n;.  Les  expressions  de  ces  racines  coïncidenl  avec  celles  qu'on 
trouve  en  résolvanl  l'équation  x5 — i^o  par  les  méthodes  con- 
nues. Car  on  a  d'abord,  en  divisant  par  .r — i.  x4-\-x^-\-xt-\-x-\-iz=o1 

équation   qui.    étant  mise  sous  la   forme  x%  -\ — : -f- .r -J |-i=o, 

devient  u* -\-  u —  i  =o;  par  la  substitution  <\r  X  H —   =  u.    On    a 

3-.. 


2g2  NOTE   XIV. 

ainsi  l'équation  X*  —  xu  -f-  i  =  o ,   laquelle   donne 

u±  i/O*1— 4) . 


.r  = 


2 

_  —  »  ±  y/5 , 


ensuite  l'équation  en  m  donne   u=  — -^ -5   (1e  sortc   <l,,'en  suIj" 

stituant   cette  valeur,  on  a 

_  1  ±.\/5±  v/(— 10— ?yg) 


x  =  "  T 


où  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  de  V5  doivent  se  répondre, 
mais  sont  indépendans  de  ceux  de  l'autre  radical;  de  sorte  qu'on  a 
les   quatre  racines  par    l'ambiguïté    des    signes    des    deux    radicaux. 

20.  Passons  à  l'équation  x7  —  1  =0,  laquelle  étant  dégagée  de 
la    racine  1 ,  devient 

.X6  +  Xb  ■+■  Xi  +  X3  -+-  X'  -f-  X  -f-   I   =  O  , 

dont  les   racines  seront  /•,  r*,  r3,  iA,  rs,  ;-6. 

La  plus  petite  racine  primitive  pour  le  nombre  7  est  3  ,  d'après 
la  table  du  n°  4  :  ainsi  l'on  aura  la  progression  3°,  3*,  3",  33, 
34,  35,  savoir,  1,  3,  9,  27,  81,  2{3 ,  dont  les  termes,  étant 
divisés  par  7,  donneront  les  restes  1,  S,  2,  6,  4,  5,  qu'on  pren- 
dra pour  cxposans  de  /■.  On  aura  ainsi,  pour  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée,  les   termes  r,   r3,   r*,    r6,   r4,    r5,    qu'on    prendra   pour 

OC  -     JC    ■    3L     *     CÏ.C 

21.  Nous  remarquerons  ici  que  pour  avoir  les  cxposans  de  r 
fini  doivent  former  toutes  les  racines,  il  n'est  pas  nécessaire  d'éle- 
ver la  racine  primitive  aux  puissances  successives,  et  de  diviser 
ensuite  ces  puissances  par  le  nombre  premier  auquel  la  racine  pri- 
mitive se  rapporte  :  il  sullil  de  multiplier  chaque  reste  par  la  ra- 
cine primitive,  et  de  ne  retenir  que  le  reste  de  la  division  par  le 
nombre  premier  donné.  Ainsi  en  commençant  par  1  ,  on  a,  dans 
le  cas  présent,  les  deux  premiers  termes  1,  3;  multipliant  3  par 
la  racine  primitive  3,  et  divisant  par  7,  on  a  le  reste  a  troisième 
terme  ;   2  multiplié   par   3  donne  (i  quatrième    terme  ;    6    multiplie 
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par  3  et  divisé  par  -  donne  j:  enfin  {  multiplié  par  3  et  divisé 
par  -j  donne  5.  Si  Ton  voulait  continuer  en  multipliant  5  par  3  et 
divisant  par  7.  on  retrouverait  l'unité  el  successivemenl  les  autres 
termes  déjà   trouvés. 

22.  Maintenant   on   fera 

t  ^=  r  -f-  a/'3  -f-  ct'r'  +  aV  -f-  *V  -f-  aV. 


en  prenant  pour  a  une  racine  de  l'équation  y'  —  1  =0;  ensuite 
ou  tonnera  la  fonction  0  =  t6-,  niais  comme  l'exposant  (>  =  2.3, 
on  pourra  simplifier  le  calcul  et  les  résultais,  par  la  méthode  du 
n°  11  ,  en  ne  prenant  d'abord  pour  a.  qu'une  racine  de  l'équation 
y*  —  i  =0;  ce  oui,  à  cause  de  a.'  =  1  ,  réduira  l'expression  de  / 
à  celle-ci  :  t  =  X'  -f-  aX",  dans  laquelle 

\'  =  r+r'-f-r<,  X"  =  r3  +  >*-{-,*  ; 

on   aura  ensuite 

8  =  *'  =  £•  +  *£',      o„     s°  =  X"-f-X"\     £'  =  2X'X". 

et   Ton   trouvera  après  le  développement,  a   cause  de  r'=\, 

f  ==  3(r  +  r3  +  r'  +  r6   +  H  +  r5), 

£'    =  2  (3  +  r    +  r5  -f-  r"  +  r6  +  /"-+-  r5). 

Or  7*-f-/-3+r'  +  ;'6  +  ri-f-''5,  somme  des  racines,  est  = — 1;  donc 
?°  = — 3,  £'  =  4,  et  la  valeur  de  G  se  réduira  à  6  =  —  3+  [et. 
De  là,  en  faisant  a= —  i,  on  aura  6'= —  7,  el  l'on  trouvera 
sur-le-champ  les  deux  racines 


X"  = 


2 
-i-V/- 


23.  Considérons  maintenant  les  (rois  termes  de  l'expression  de  X' 
comme  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  :  prenant  «• 
pour  racine   de  l'équation,/3  —  1  =  0,  on    fera 

t,  =  /•+«/•»  -faV; 
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ensuite  ,  en  faisant 

6,  =  t\  =  %>  -f  "0'  +  *'f, 

on    trouvera,   à  cause  de  a3  =  i    et   r7  =  i  , 

0o  =  6  +  r3  +  r6  +  r5, 
£'   =  3  (r  +  r«  +  r*)  , 
I»  =  3   (r3  +  r6  +  ,-5), 
savoir, 

£«  =  6  +  X",      Ç'  =  3X'J      £"  =  3X"; 

de  sorte  qu'où    aura 

G,=6  +  X"+  3«X'  +  3a»\    : 

doue  en  nommant  a  et  /3  les  deux  racines  imaginaires  de  > 3 — i  ==o, 
savoir,  dej*+jr+  i  =0,  lesquelles  sont 

2  2 

et  faisant 

G;  =  6  +  X"  +  3aX'  +  3a*X", 
6','  =  6  +  X"  +  3/3X  -f-  3iSaX", 


;n 


i    aura    (n°    i'\),  en  faisant  tt  =  3 , 


3  _  s  _ 

x'+v/6;  +  ï/6"; 

r  =  -3 . 

o.\.  Venons  à  l'équation  x"  — i  =  o,   laquelle  étanl    divisée   pai 

x —  î  ,   s'abaisse  au  dixième  degré  et  devient 

x"  _}.  x*  _|_  x*  +  x7  +  xs  -f-  a:5  4-  X*  +  x1  +  j1  -f  x  +  î  =  o. 

On    voit    par  la  table  du  n°  4>    que    la    plus   petite    racine    primi 
tive   pour    le    nombre     il     est   2  ;    ainsi    la    suite    des    restes   qu'on 
trouvera  facilement  par   le    procédé  du  n°  21  ,   sera  ici   1,    2,    [,8, 
5,    10,  9,  7  ,   3,  (>,  de  sorte  que   la  série  des  racines  sera 

,.      ,j      .4      ..S      .,5      7,i»      r9      r7      jà      ,£ 


dont  la    somme  sera    par  conséquent  = —  1  ,   el   l'on   aura    pour   t 
cette  expression  générale 

t  =  r  -\-  a/-2  +  ct'-i-  -f-  aV  -j-  a-/'5  4-  a  /'■  -f-  a'/ 
+  a"/"+  a"/    +  a.  r\ 

laquelle,   en    prenant    pour  s.   une   racine   de   l'équation    )•'    — i=n. 
donnera,  à  cause   tic   a10  =  i  , 

9  =  l'«  =  f  +  «5    +  a'f  +  tt3^"   +  etc.  +  a   :    . 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de    r  par  la   formule  générale  du   nc  S.  en 
\   Faisant  u  =  î 1. 

Mais  pour  se  dispenser  d'élever  le  polynôme  t  à  la  dixième  puis- 
sance,  on   pourra  décomposer  l'opération  en   deux  autres  c spon- 

dantes  aux  deux   facteurs    2    et   ~>    du    nombre    11  — 1  =10,   par  la 
méthode  du  n°    n. 

Prenons  d'abord     pour    a    une   racine    de    l'équation  y*  — 1  =  0 
de  sorte  nue  Ton  ait   a1  =  1     Par   là   l'expression  de  t   se   réduira  à 
cette  forme   plus    -.impie  . 

t  =  X'  +  *X", 

en    faisan!  .    pour  abréger , 

\  '  =  /•  -f   /'  4-  r5  +  r9  4-  r3, 
X"  =  r*  4-  r"  4-  /•'•  4-  r    4.  rs, 

et    la  valeur  de  8  sera 

9  =  *2=  X  2+  X"1  +  2aX'X 

En  développant  les  carrés  des  fonctions  X  et  X",  el  rabaissant 
toutes  les  puissances  de  r  au- dessous  de  r".  à  cause  de  /"=i  on 
trou\  e 

V    =     \    -    ,\  \      =  2X"  +  3X', 

et  pai  conséquent  X '•  4-  X' :  =  5  (X'  4-  X";  =  _  5,    .,   cause  que 
X'  4-  X"    est  la  somme  de  toutes  les  racines. 
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On    trouve  de  même,  par  la  multiplication, 

X'X"  =  5  -4-  a(X'  +  X")  =  5  —  2  =  3. 
On    aura   ainsi    G  =  —  5  -f-  6* ,    et  faisant     a.  =  —  1  ,    on  aura 


ï  ss  —   11. 


Donc,  on  aura  par   les  formules  du  n°   11,  en   y   faisant  1=2, 

x'  -  -  ~x  +  ^~  "      x"  =  ~  '  ~  ^~  '  ' 
2  2 

25.  Ayant  ainsi  les  valeurs  de  X'  et  X",  pour  avoir  celle  de  r, 
il  faudra  considérer  les  cinq  termes  qui  composent  la  quantité  X' 
comme  les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré,  et  puisque 
5  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  employer  que  l'expression 
générale  de  t, 

t  =  r  -f-  *H  -f-  a2/-5  -f-  a?j*  +  a'/-3, 

en  prenant  pour  a  une  racine  de  l'équation  y3  —  1  =  0.  Ensuite 
il   faudra  faire 

6  =:  t5  =  £  +  ag'  4-  *■£"  +  *T'  +  «*£"; 

et  il  ne  s'agira  que  de  trouver  les  valeurs  en  r  des  coefficiens 
£\  ^',  etc. ,  par  l'élévation  de  l'expression  de  t  à  la  cinquième  puis- 
sance ,  en  ayant  soin  de  rabaisser  les  puissances  de  a  au-dessous 
de  a5,  et  celle  de  r  au-dessous  de  /",  à  cause  de  a5=i  et  ;"=i. 
Par  un  calcul  qui  n'a  de  difficulté  qu'un  peu  de  longueur,  et  sur 
l'exactitude  duquel  on  peut  compter,  j'ai  trouvé,  en  retenant  les 
expressions  de  X'   et  X"  en  r  du  n°  précédent  , 

%°  =  120  +  3iX'  +  70X", 
g'  =  100  +  60X'  -f  i:VX", 
g"  =  5o  +  85X'  +  3oX", 
£'"  =    60X'  +  65X", 

£"  =    5oX  +  7.5X". 

Comme  les  valeurs  de  X',  X"  sont  déjà  connues,  par  l'opération 
précédente,  l'expression  de  la  fonction  de  ô  ne  présente  plus  rien 
'l'indéterminé,   et  elle  donnera   sur-le-champ     la    valeur   de  la   pré- 
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mière  racine  r,  par  la  formule  générale  du  11°  i.f,  en  )  faisan I 
7r  =  j  ,  et  prenant  pour  a,  /3 ,  y,  S  les  quatre  racines  qui,  avec 
l'unité,  résolvent  l'équation^5 —  1=0,  et  pour  6',  8",  6'",  8,T  les 
valeurs  de  6  qui  répondent  aux  substitutions  de  a,  /3,  y,  S  à  la 
place  de   a  dans  l'expression    trouvée  pour  6. 

26.  Si  dans  les  valeurs  «le  £°,  £»',  etc.,    on    substitue  celles    de  V 
et  X".  données  dans  le   n°  24,  ou  a 


çu   — i5+55y/ — 11  £'// _     — '^5 — 5  y/ — 


1 1 


2 


> 


£„__  ia5+a5y/-n 

^  2 

Si  ensuite,  au  lieu  des  racines  /3,  y,  J' ,  on  substitue  les  puis- 
sances a*,  a3,  a'  de  la  racine  a  ,  qui  les  représentent,  à  cause  que  5  est 
un  nombre  premier,  et  qu'on  rabaisse  les  puissances  de  a  au-des- 
sous de  a5,  on  aura 

6'  =  g'  +  «g'  4.  a»£"  4.  a3£'"  4.  a^'», 
6"  =  £•  +  *'£'  +  «*?'  +  «r  +  «*?", 
6"'=  £°  +  *'?'  +   *'"  +  «*§"'  H"  «"S", 

A"=  e  4-  «4r  +*t  +  «t  +  <", 

et   l'expression  de   la  racine  r  sera 

_  j(-4t/-  .Q+y/s'+v/^+v/^v/ë77 
~~  5 

où  il  n'y   aura   plus  qu'à   mettre   pour    a,  a*,  a',  a4  les  valeurs   de 
r,  /■*,  7J,  H,  que  nous  avons  données  plus  haut  (n*    18). 

2-.  On  trouverait  par  les  mêmes  principes  les  valeurs  des  puis- 
sances de  r  qui  forment  les  autres  racines  de  I  équation  X" — 1=0, 
excepté  l'unité. 

Et  d'abord  on  aura  les  valeurs  des  racines  r*,  r5,  r9,  r3,  qui 
entrent   dans  la  fonction  X',   en  multipliant,  dans   l'expression  de  r, 
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les  radicaux    \/Q',     \/6",     V^"',     \/8,T,  respectivement  par  a",  j34,  >4, 

<p4,  pour   la    racine    /■* ;    par    a3,  /33,   y3,  J3,  pour    ;5;    par   a1,    /3% 

7/*,  eT1,    pour   r9  ;  et   par    a,    /3  ,   ^-,    «T,    pour    r3,    c'est-à-dire    par 

a4,  a3,  a*,  a;    par    a3,  a,    a*,    aa;    par    a%    a4,   a  ,  a3  :    et   par    a, 

a*,  a3,  a4. 

Ensuite ,  pour  avoir  les  valeurs  des  autres  racines  r*,  /'8,  r'°, 
r7,  r6,  qui  entrent  dans  la  fonction  X'',  il  n'y  aura  qu'à  changer 
dans  celles  de  r,  r4,  r5,  r9,  r3,  X'  en  X",  et  X"  en  X';  ce  qui  ne 
demande  que  de  changer  le  signe  du  radical  y/ — 11  dans  les  ex- 
pressions de  £°,  £',  etc. 

28.  Je  donne  ici  d'autant  plus  volontiers  ces  expressions  des  ra- 
cines de  l'équation  x'1  —  1  =  o ,  qu'elles  n'out  jamais  été  données, 
et  qu'elles  n'auraient  pas  même  pu  l'être  par  les  méthodes  con- 
nues qui  demandent  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième 
degré. 

Il  y  a  cependant  une  exception  à  faire  à  ce  que  nous  venons 
de  dire;  car  on  trouve  à  la  fin  du  Mémoire  de  Vandermonde ,  sur 
la  Résolution  des  équations ,  dont  nous  avons  parlé  dans  la  Note 
précédente,  l'expression  de  la  racine  d'une  équation  du  cinquième 
degré,  d'où  dépend  la  résolution  de  l'équation  x"  —  1=0;  car  cette 
équation  étant  divisée   par  x  —  1 ,  devient 

x"  +  x*  +  x*  -+-  etc.  +    1=0, 

laquelle  étant  du  genre  des  réciproques ,  peut  s'abaisser  au  cinquième 
degré,  par  la  substitution  de  jc-f--=w,  et  Ton  obtient  par  les 
formules  de  la  Note  X  (n°  14),  cette  équation    en  u, 

u*  _j_  ui  _  4„s  _  3u.  +  3W  _|_   ,   _  0 

En  prenant  u  négativement  ,  ce  cpii  change  les  signes  de  tous 
les  termes  pairs,  on  a  l'équation  résolue  par  Vandeimonde.  Cet 
auteur  ne  donne  l'expression  dont  il  s'agit  ,  (pie  comme  un  résul- 
tat de  sa  méthode  générale,  sans  indiquer  en  détail  les  opérations 
par  lesquelles    il    y   est    parvenu,   et    personne,   après  lui,    ne    s'est 
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occupe,   que   je  sache,  à  vérifier    ce  résultat,  qui   paraît  même  être 
reste  ignoré. 

29.  La  valeur  (pie  nous  venons  de  trouver  pour  la  racine  r  de 
L'équation  x" — 1=0,  pourrait  servir  à  cette  vérification;  mais 
on  peut  parvenir  directement  à  un  résultat  comparable  à  celui  de 
Vandermonde ,  en  prenant  pour  a,  dans  l'expression  générale  de  ( 
du  11°  2  |  ,  une  racine  de  l'équation  j-5 —  1=0,  au  lieu  de  1  équa- 
tion jr% —  1=0  que  nous  avons  employée,  ce  qui  est  permis, 
puisque  2  et  5  étant  les  facteurs  de  10.  on  peut  partir  de  l'un  ou 
de   l'autre,  à  volonté. 

30.  Faisant  donc  a5  =  1 ,  l'expression  générale  de  t  (n*  i.\) 
deviendra 

t  =  X'  -4-  aX"  +  a\V"  +  a3X"  4  «*XT, 

dans  laquelle 

X'   =r+  r-,        X"  =  r*  +  r\       X'"  =  H  +  r>, 

el  l'on  regardera   maintenant  les  quantités  X',  X",  etc.,  comme  les 
racines  d'une    équation  du   cinquième    degré;    c'est    le  cas  que   nous 
avons    considéré  en  général  dans  le  n°   12. 
On   fera  donc 

6  =  é  —  §°  h-  «£'  4-  **£"  4  *T'  +  a4£'T> 

et  l'on  cherchera  les  valeurs  de  £°,  £',  £",  etc.  en  fonction  de  r, 
par  le  développement  de  la  puissance  cinquième  de  / ,  en  y  ra- 
baissant continuellement  les  puissances  de  a  au-dessous  de  a5,  et 
celles  de  r  au-dessous  de  r",  à  cause  de  a?  =  i,  et  r"=i.  Le 
calcul  n'a  d'autre  dilliculté  que  la  longueur.  Voici  les  résultats  que 
j'ai  trouvés,  et  dont  je  crois  pouvoir  répondre. 
En  faisant ,  pour  abréger  , 

s  =  1   4  r*  4  r<  +  /■»  4.  rb  +  r'°  4  r* 
4,  f>  +  r»  +  r», 

on  a 
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£°  =  1640  +  i836  s,  %   =  1700  +  iS3o  *, 

g"  =  2o5o  -f-   1795  s,  %'"  =  1800  +   1820  s, 

£,T=   igoo  +   1810  ^. 

Or  5  est  la  somme  des  racines  qui,  par  la  nature  de  l'équation 
du  dixième  degré  en  x,  dont  le  second  terme  est  x3 ,  doit  être 
égale  à    —  1 . 

Faisant  donc   s  =  —  1  ,    on  aura 

r  =  -  196,    r  ==-  i3o,    r  =  2js, 
r=-  20,   ç«  =  90. 

Ainsi  la   valeur  de  fi   sera 

6  =  —  196  —  i3oa  -f-  2j5aa  —  20a3  -f-  90a4. 

En  mettant  successivement  à  la  place  de  a.  les  quatre  racines  a. , 
/3,  7,  J*  de  l'équation  or5  —  1  =  0,  on  aura  les  quantités  9',  6", 
S'",  6,T,  et  si  l'on  prend  ,  comme  ci-dessus  (n°  26)  ,  pour  ces  racines 
les  puissances  a,  a%  a3,  a,4,  t]ont  Jes  valeurs  sont  les  mêmes  que 
celles  de  r,  /•',  /■*,  14,  du  n*    18,  on  aura,  à    cause  de  a5  =  1 , 

fi'   =  —   196  —  i3oa    -f-  ojjx1  —  20a3  -f-  90a4, 

6",=  —   196  —  i3oaa  -f-  255a4  —  20a    -f-  90a3, 

6'"=  —  196  —  i3oa3  -f-  a55«    —  20a4  -f-  90a*, 

6,T  =  —   196  —  i3oa4  +    '  >5a3  —  20a*  -f-  qoa  , 

et  la  formule  générale  du  n"  11,  donnera  tout  de  suite,  en  fai- 
sant y  =  5  et  s  =  —  1 , 

X g . 

Cette  quantité  X'  est  =r-f-  r10  =  r-f- -,  à  cause  de  r"  =  1  ;  c'est 
la  valeur  de  2  cos (110  12);    c'est  aussi    celle   de   la    racine    u    de 

l'équation  en  m  du  cinquième  degré  (n°  28),  puisque  rest  la  racine 
de  1  équation  x"  —  1  =  o.  Ainsi  l'expression  précédente,  prise  né- 
gativement, doit  s'accorder  avec  celle  de  Vandernionde. 
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3i.    Pour    pouvoir    les    comparer    facilement,   nous    substituerons 

dans  les  expressions  précédentes  de  G',  0",  G'",  G",  les  valeurs  de 
et,  a*,  ct3y  a4,  qui  sont  les  mêmes  que  celles  de  /•,  /•*,  r\  /-'  du 
n*    18. 

En   faisant,  pour  abréger, 

m  =  {/( — 10  —  ■?.  \/5),  n  =  v/( — 104-2  \. 

on   a 

_  —  1  -f-  y/5  +  m  —  i-y/5+» 

4  I 

,         —  1  —  v/5  —  n                 <         —  1  +  V/5  —m 
—  ,  a4  =  ; , 


-  -  4 

et  pour  s'assurer  de  la  justesse  de  ces  expressions ,  il  n'y  a  qu'à 
faire  le  carré  de  — i-f-  v/5-f-/ra,  qui  est  6 — 2  \/5-\-ni%-$-2Ç\/.') —  i)/w; 
or  en  faisant  passer  sous  le  signe  radical  de  m  le  coefficient 
\/5  —  1  élevé  au  carré,  on  trouvera  (  V^>  —  1)  mz=  2/1;  de  si  nie 
qu'en  substituant  la  valeur  de   m*,  on    a 

(—  1  +  \/5  H-  »0a  =  4  (—  «  —  \/5 + »)• 

<  >u   peul    vérifier  de   même  les  autres  puissances  de  a. 
Faisant  ces  substitutions  ,    on    trouve 

G'  =  ±  ( —  979  —  2-j  Y'J  —  2207?»  +  275») , 

6"    =    i    ( 979    +    275  \/5    27O/7/    220«), 

6'"=  ^  (—  979  +  275  \/5  +  270///  +  220B), 

G'T  =  i  ( —  979  —  275  \/5  4-  220m  —  275//), 

où  l'on  remarquera  que  les  coefficiens  979,  27a,  220  sont  tous 
divisibles  par  11  et  donnent  pour  quotiens  89,  20,  20,  de  sorte 
que  les  quantités  G',  6'',  G'",  6,T  peuvent  cire  exprimées  plus  sim- 
plement ainsi  : 

fl'   =  -^  (—  89  —  25  \/5  —   20m  +  a5»), 

G''  =  ^j-  ( —  89  -f-  20  \/5  —  2j/u  —  2on), 

fl"'  =  J-l  (_  89  +  2."»  Vj  +  25m  4-  20/2), 

G"  =  -V-  (—  89  —  2  5  \/5"  -f-  20OT  —  a5n). 


3o2  NOTE    XIV. 

62.    Pour    rapprocher    davantage    nos    expressions     de     celles     de 
Vandermonde ,    nous  emploierons  ces  transformations  : 

m  =  p  +  q  ,         n  =  p  —  q, 

en  supposant 

P  =  v/(-5-aV/5),       q  =   •(— 5  +  aVS), 

lesquelles  se  vérifient  en  faisant  les  carrés ,  et  en  observant  que 
pq  =  —  y/5 ,  parce  que  le  produit  des  deux  radicaux  réels  et  po- 
sitifs  y/(5  -H  2  y/5)  ,    i/(5  —  2  \/5)  est  s/a  ;  donc 


\/5  =  p  \/ —  1  x  q  V —  1  =  —  pq- 

Par    ces    substitutions,  les  quantités    6',    6",    6'",    o'T   deviendront 

6'  =  V  (—  89  —  25  y/5  +    5^  —  45^) , 

6"  =  V-  (—  89  +  25  V5  -  45^  —  5?) , 

fl'"=  V-  (—  89  +  25  y/5  +  45^  H-  5<7), 

6"=  -V-  (—  89  —  25  y/5  —    5/>  +  45?). 

33.  Vandermonde  a  donne,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences,  de  l'année  1771  (page  4^6),  pour  la  résolution  de 
l'équation 

x5  —  x*  —  4r3  "f"  3x*  -f-  3a:  —   1=0 

cette  expression   de  la  racine 

a:  =  |(i   +  A'  -f-  A"  +  A'"  +  A"), 

dans  laquelle 

A'  =  i/-V  (89  +  25  y/5  —  Sq  +  45/0 , 
A"  =  ^V  (89  +  25  Y/5  4-  07  —  45^), 
A'"==  /V  (89  —  a5Y/5  —  5q  —  45^), 
A"  =  fo  (89  —  25Y/B  +  5q  -f-  45p), 

eu  conservant  les  valeurs  de  p  ci  q  supposées  ci-dessus. 
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On  voit  que  les  expressions  <I<:  A'"  ci  A"  coïncident  avec   celles 


S 5  

de  \/ — 9'"    et  \/ — 6",  et  que    les  expressions  de  A'  et  A'  ne  dif- 


fèrenl  de  celles  de  v' — 6'  et  \/ — 6,T  que  par  L'échange  des  quan- 
tités p  et  q  entre  elles,  ce  qui  ne  tient  qu'au  signe  du  radical 
2\Z;")  sous  le  radical  cane.  A  cette  différence  près ,  qui  peut  ve- 
nir d'une  faute  d'impressipn  dans  le  Mémoire  de  f^andermonde, 
ses  résultats  s'accordent  parfaitement  avec  les  nôtres,  puisque  la 
racine  de  son  équation  en  x  répond  à  la  racine  de  notre  équa- 
tion   en    u    prise     négativement,    et    que    tout     radical     cinquième 

S    5 

V — 6  est  la  même  chose  qui  —  \'Q.  On  peut  donc  dire  que 
Vandcnnondc  est  le  premier  qui  ait  franchi  les  limites  dans  les- 
quelles la  résolution  des  équations  à  deux  termes  se  trouvait  res- 
serrée. 

34-  Pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  la  correction  à  faire  à  la 
formule  de  J  aiidcrmondr ,  nous  allons  prouver  qu'elle  résulte  des 
principes  mêmes  de  sa  théorie.  En  effet,  si  l'on  désigne,  comme  lui, 
par  r,  ;■",  /•'",  /■"  les  quatre  racines  qui,  avec  l'unité,  résolvent 
l'équation  x5 —  i=o,  il  est  facile  de  voir,  par  la  formule  géné- 
rale de  l'article  A  III  de  son  Mémoire,  que  la  quantité  A  ne  peut 
être  que  de  la  forme 

V/(A  +  Br'  +  C>"  -f-  Dr'"  +  Er")j 

et  qu'en  prenant  cette  expression  pour  l'une  des  quantités  A',  A", 
A'",  A",  les  expressions  des  trois  autres  doivent  résulter  de  celle-ci, 
par  la  substitution  de  /*,  r\  /'  à  la  place  de  ;■;  les  quantités  A  , 
B,  C,  D,  E  étant  des  fonctions  des  racines  de  l'équation  à  résoudre, 
indépendantes  des  racines  r',  ;•",  r"\  r**. 

Or,  par  les  relations  données  dans  le  même  article  entre  ces  der- 
nières racines ,  on  a 


r 


"• 


I        ,      '  — =  '      ,      '        | /    , 


r",  r"3  =  /•"/•"  =  /•'",  r'"3  =  r"r'"  =  r',  r3  =  rV"  =  r", 
/•'4=r7"  =  r",    r"*  =  rV"  =  r',    r'"*  =  r'r"  =r  r",  T*=r"r"=l»'. 
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Donc,   les  quatre   expressions  dont   il    s'agit   deviendront 

^/(A  4.  B/'  4  O"  4  W"  4  Et")  , 
^(A  +  Br'"  +  0"  +  Dr"  +  Er'  ), 
J/(A  +  Br-  4  C/"'  +  Dr»  +  El")  , 
Ï/(A  +  Br"   +  C/-'  +  Dr"  +  E/"'). 

35.  Dans  l'article  XX11I  du  même  Mémoire,  on  trouve  pour  les 
racines  de  l'équation  x5 — 1=0,  ces  expressions,  dans  lesquelles 
j'introduis,  pour  plus  de  simplicité,  les  mêmes  lettres  p  et  q  em- 
ployées  ci-dessus  , 

+  j  +   J        +  I 

+  J     -  ]    +  J 

En  prenant  la  première  de  ces  racines  pour  /•',  de  sorte  que 
l'on   ait 

r1  =  ±  (—  1  +    \'l  +  P  +  cj), 

il   faudra,   d'après    les    formules  du   n°  3i  ,  en  prenant    ot    pour    /•', 
et  substituant  p-\-</,  p  —  <7    pour   tn,   n,    supposer 

/"  =  r"  =  i  (_  1  -  \/5  +  p  -  9)  , 

r"  =  /3  =  i  (-  1  -  y/5  -/?  4-  7), 
r'"  =(/*=i(-1+Vr5-/'-?). 

Substituant    ces  valeurs  dans  les  expressions   ci-dessus  ,  elles  se  chan- 
geront en  celles-ci  : 

y/h  (F  +  G  V'5  +  H/?  4-  M, 

i/i  (F  _  G  V5  4  V  —  H?), 

V\  (F  -  G  \/5  -  Kp  4-  H,/), 

^(F  +  G  y/5  4-  H^  -  K?) , 
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en  faisant,    pour  abréger, 

]    —  ./,  \  —  B  —  C  —  I)  —  |  , 

G  =     B  +  C  —  T)  —  1  . 

1  [  =     u  ._  (  ;  +  o  —  E , 

K  =     B  —  C  —  D  -+-  E, 

lesquelles  doivent  coïncider  avec  celles  de  A',  A",  A"',  A'\  rap- 
portées ci-dessus  (n°  33).  Mais  on  voit  au  premier  coup  d'œil  que 
cette  coïncidence  ne  peu)  avoir  lieu,  à  moins  qu'on  ne  changea  la 
fois  p  en  y  et  y  en  />  dans  A'  et  A'',  ou  dans  A'"  et  A",  parce  que 
dans  les  formules  précédentes,  les  coefficiens  de  p  et  y  ne  sont  les 
mêmes  que  dans  les  deux  où  la  racine  v5  est  affectée  du  même 
signe,  an  lieu  que  dans  les  expressions  de  A',  A",  A'",  A",  les  quan- 
tités p  et  y  ont   partout  les  mêmes  coefficiens. 

36.  En  faisant  ce  changement  dans  A' et  A",  comme  nous  l'avons 
indiqué  (n0  33)  pour  accorder  les  formules  de  T'andcrrnondc  avec  les 
nôtres,  on  pourra   supposer 

A'   =  v/i  (F  +  Gv/5  +  H>  -f-  Ky), 

A"  =  v/i  (F  +  G  V/5  -  Wp  —  Ky) , 

A"'  =  v/i  (F  —  G  y/5  —  Kp  -f-  Ily), 

A'"  =  v/i  (F  -  G  v/5  -f-  Kp  —  Hy), 

ce  qui  se  vérifiera    en  faisant 

F  =  11.89,     G  =ii.25,     II  =  —  5.     K  =  45. 

De  là,  on  aura,   par  les  formules  du  numéro  précédent, 

B=A—  n. 6,     C  =  A  —  n.26,  D=A— 11.41,  E=A— 11.16, 

et  la  quantité  A  restera  indéterminée,  parce  qu'à  cause  de... 
1  +  /''  -f-  ''"4"  r"  -f-  r,T  =  o  ,  elle  disparaîtra  des  expressions  des  quan- 
tités A  du  n°  3  |. 
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Si  l'on   fait   A  =  îgG,  on  trouve 

B  =  i3o  ,     C  =  —  go  ,     D  =  —  255,     I    =  20. 

et   la    formule 

'{/{\  4-  B/  -f-  Ci"  +  Dr'"  +  Er") 

du  n°  34,  coïncidera  avec  celle  de  \/ — 9'  du  n°  3o,  parce  qu'en 
faisant  a  = /•',  on  a  r"  =  «*,  r"'  =  a*,  r"  =  a3  (n*  35  :  et  les 
formules    dérivées    de     celle  -  là    coïncideront  aussi    avec    celles    de 

l/_G",  0—6"',    v/— 6,T- 

37.  Prenons  pour  dernier  exemple  l'équation  x13  —  1  =  0.  Comme 
i3  —  1  =  12=2.2.3,  l'opération  pourra  se  décomposer  en  trois, 
de  la   manière  suivante. 

Il  faut  d'abord  avoir  une  racine  primitive  pour  le  nombre  i3,  et  la 
table  du  n°  4  fournit  le  nombre  2,  dont  les  puissances  successives, 
jusqu'à  la  onzième ,  divisées  par  i3,  donnent  les  restes  >. .  \  .  S.  1- 
6,  12,   11,  9,  5,  10,  7. 

Ainsi    en   nommant    r  une   racine  de  L'équation 

x"  -f-  .r"   -f-  x'°  -f-  ,r3  +  x*  -+-  etc.   +  1=0 
les  autres  onze  racines  seront 

..a      .4      ,.5      ,.3      ,.6      a      ..11         3        5        10         - 

On   fera  donc  en  général 

;  =  /•  4-  «r*  +  *'H  4-  aV8   +   a4/"    4-  a5/-6 
_j_  aVa   4-  a7/'1'    4-   a*1/'5  4-   a5r5  4-   a'V°  4-   a"r\ 

et  l'on  prendra  d'abord  pour  aune  racine  de  l'équation  _/* — 1=0. 
en  sorte  que    a*=i,    ce  qui  réduira  la   fonction   t  à   la    forme.... 

t  ="%.'  -\-  a.\'\  dans  laquelle 


NO!   E     \  I  V.  3i>7 

X/  =  r    +  H  -f-  /'3  +  r'3  H-  /*  +  r", 
Y    =   /■»   +   /!   +   rc  -f-   '"   +   '5  +   '7- 

De  là,  on   aura 

8  =  £•  =  £•  +  «Ç,     ç  =  X'»  +  X"%     £  =  aX'X". 

On  peut  se  dispenser  cle  chercher  la  valeur  de  £°,  en  se  servant 
de  l'expression  de  6  tin  n"  i  i,  qui  ne  renferme  pas  £°,  et  qui  donne 
ici,  à  cause  de  i  =2  et  de  s  = —  1  somme  îles  racines  de  l équa- 
tion proposée,  ô  =  1  -j-  (a — i:f  ;  <!e  sorte  qu'en  lais, ml  a= — 1, 
on  aura  la  valeur  «le  9',    et  les   «Jeux  racines  A  .  X"  seront  (nc  cité) 

2  2 

Pour  avoir  la   valeur  de    £',    il    faut    développei    le  produit    X  \ 
en    puissance   de    /',    ayant   soin   «le    rabaisser    les    puissances    supé- 
rieures à    /■'  .  à    cause    de  r':  =  1,    et    l'on    trouve    XX"  =  3s.  i'n 
niellant  .s  pour  la  somme  des  racines  r,  r',  74,  etc.,  laquelle  est  =  —  1; 
de  sorte  qu'on  aura  £'  —  —  6,  et  les  valeurs  de  X'.  X"  seront 


v  -  -  ~  ' ~t~  v'~  *  *     x"     —  '  —v'—*1 
■2  2 

38.  On  regardera  maintenant  les  si\  racines  qui  composent  la 
quantité  X'  comme  «elles  d'une  équation  du  sixième  degré,  et  1  on 
fera  de  nouveau 

(,=:/•+   a/ >  +  aV   -f-  aV  -f-   a4/'9  -f-  aV'°- 

mais  au  lieu  de  prendre  en  général  pour  a.  une  racine  de  l'équa- 
tion yz —  1  =  0,  ce  «jui  demanderait  ensuite  le  développement  de 
la  sixième  puissance  du  polynôme  t, ,  nous  prendrons  de  nouveau 
une  racine  de  l'équation  j%  —  1=0,  de  sorte  qu'au  moyen  de 
a*  =  1 ,  la  fonction  /,  redeviendra  de  la  forme  /,=  X[  -f-  X",  dans 
laquelle   on  aura 

X;  =  r+  r»  -f-  r»,      X|  =  r4  -f-  r"  +  r<°. 
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3o8  N  O  T  E    X  F  V. 

On  aura  ensuite,  comme  ci-dessus, 

9,  =  *;  =  £  +  <,   ?;  =  x;>  +  x;,   e;»  =  2x;x',\ 

et    a    cause   que    la    somme    des    racines    est   ici    X',   ou   aura    sur- 
le-champ 

„,       x'+i/â;       Y„  __  y  -  y/eT 

A- ; — '     x  —  — â — ' 

on  aura  en  même  temps  9,  =  X'1  -f-(a  —  i)  g',  et  faisant  a  =  —  r  , 

fl;=x'»— a?;. 

Pour  avoir  0' ,  il  faudra  développer  le  produit  de  X^   par  X',:  eu 
se  souvenant   toujours  que  r'3  =  i ,  et  l'on  trouvera 

x;x:  =  3  +  x", 

ce   qui    donnera  £'  =  6  -f-  2X", 

et  par  conséquent 

X'  :  =  X'  +  y/(X"-i?.-4X") 

1  2  ' 

x.  _  X'—  y/(X'a—  1?.—  4X") 


2 


3q.  Nous  remarquerons  ici  que  comme  en  mettant  ra  au  lieu 
de  r,  la  fonction  X'  devient  X'',  et  la  fonction  X"  devient  X'  ; 
si  l'on  dénote  par  (X[),  (X')ce  que  deviennent  les  fonctions  X' , 
X",  en  y  substituant  r"  au  lieu  de  r  dans  toutes  les  puissances 
de  /',   ce    qui    donne 

(X;)  =  r»  -f-  r6  +  r\     (X',')  =  r»  +  r»  +  r> , 

on  aura  les  valeurs  de    (X,'),  (X'),    en    échangeant  dans    celles   de 
X^ ,  X"  ,    les   quantités  X',   Y    entre  elles.   On   trouvera    ainsi 


(X')  =  X"-f-^/(X'--i?.-4X) 


NOTE    XIV. 

Ce  sont  les  fonctions  correspondantes  àX[,  X"  qu'on  obtiendrai! 
en  procédant  à  l'égard  des  racines  qui  composent  la  fonction  \  ', 
comme  on  a  fait  sur  celles  de  X'.  Ces  valeurs  son!  nécessaires  pour 
parvenir  à  celles  de  /'. 

4o.  Pour  cet  effet,  il  faut  encore  regarder  les  trois  racines  qui 
composent  la  fonction  X,  comme  celle  d'une  équation  du  troisième 
degré,  cl  taire,  en  conséquence, 

/,=   /+   a/-3  -f-   a'/   . 

et    prenant    pour  a  une  racine  de  l'équation  jr3  —  1=0. 
De   là,   on  formera  la    fonction 

9.  =  t\  =  £  +  *?I  +  *% , 

et  l'on    trouvera,     par    le    développement,    en    faisant    a1  =  i  ,    et 
r'3  =  i  ,    ces    expressions 

£  =  6+  x;,   e:  =  3(x;),   ç;  =  3(x,). 

Donc  ,    nommant    et  et    fi   les  deux  racines  de  l'équation 

J*  +  y  +   i   =  o , 
et    faisant 

g;  =  <i  +  \;  +  3a(x;)  +  mx;), 
e;  =  e  +  x;  +  WX)  -f-  3/3»(x;), 

on    aura,  comme  dans   le    n°    2  3  . 

s   +VK  +  VK 


Ainsi  la  valeur  de  r  est  entièremenl  déterminée;  nous  ne  cher- 
cherons pas  à  la  simplifier,  parce  que,  dans  tous  les  cas.  il  est  tou- 
jours plu>  avantageux  d'employer,  pour  la  résolution  de  l'équation 
.r13  —  i  =  o,  ainsi  que  de  toutes  les  équations  de  ce  genre,  les  formules 
connues  eu    sinus   et   cosinus. 


3io  NOTE    X  1\ 

/ji.  Je  remarquerai,  en  finissant,  que  la  méthode  exposée  dans  cette 
jNote,  peut  être  regardée  comme  une  simplification  de  celle  que 
M.  Gauss  a  indiquée  d'une  manière  générale,  dans  l'article  36o  des 
Disquisitiones  arithmeticœ.  Celle-ci  est  fondée  aussi  sur  le  dévelop- 
pement d'un  fonction  semblable  à  la  fonction  que  nous  avons  dési- 
gnée par  G;  mais  elle  demande  de  plus  la  formation  et  le  dévelop- 
pement d'autant  d'autres  fonctions  du  même  ordre  que  l'équation  a 
de  racines,  ce  qui  alonge  considérablement  le  calcul.  Notre  méthode 
est  indépendante  de  ces  fonctions  auxiliaires ,  et  conduit  directement 
aux  expressions  les  plus   simple.-  des   racines. 


FIN. 


Correction  (  lnisscv  pur  JM .  Lagrange)  jxmr  l'article     i- 
de  la    Note  X  111 .  page    <  \  ■>. 

La  règle  donnée  dans  cel  article,  pour  savoir  lequel  de-  deux 
systèmes  d'équations  on  doit  choisir  dans  iliaque  cas.  n'esl  pas  assez 
générale. 

M    Bret,  professeur  de  Mathématiques   au    Lycée  de  Grenoble, 
trouvé   un  exemple  où  elle  esl  eu     [éfaut. 

Soit  l'équation 

x4  -}-   ixy  —  <S.e  -J-  .">    =  o; 
la  transformée  en  8  est 

G'  +  ,69»  —  256fl  —  (64)»  =  o, 
dont    les  racines  sont    —  16,  — t6,    M>.    ce   qui  donne 

v/ô7  =  4,    v/ô7'  =  i\/=T,    v/Ô77'  =  4\/^. 

La  fonction  A —  {AB  +  8Cest  >o,  parce  que  A  =  o,  C=8: 
ainsi  il  faudrait  prendre  le  premier  système.  On  aurail   d'abord 

X1    =1    +    2  V7— 

qui  ne  satisfait   pas.    En  effel  , 

(.  +  W—^Y  =  —  3  +   \\/—i, 
{—  3  +  4\/^T y  =  —  7  —  7  \  >/^7  ; 

ainsi   l'équation   serait 

—  7  —  ■?.  \  v/^T  —6  +  8  \/~i  —  8  _  ,6  v'—  i  +  5 
=  —  i0  —  3a  \; —  i  . 

ce  qui  n'est    pas 

Le  deuxième  système  donnerail 

X1   =    —     I     —    2  \/— ^1  , 


312  CORRECTION, 

donc 

—  7  —  ^\/~i  —  6  +  8^^7  +  3  + 16  v/^  +5=o. 

Mais  je  remarque  que  l'analyse  donne  simplement  la   condition 

V67  x   s/ff1  x   \/¥"  =  A3  —  4AB  +  8C; 

d'où  il    suit  que  le   produit  des   trois  radicaux   \/G',     %/&',   \/S'"  doit 

être  éi^al ,  et  par  conséquent  de   même  signe   que   la  quantité 

A3  — {A-B-f-  8C.  Donc  si,  en  prenant  les  trois  radicaux  positivement, 
leur  produit  est  de  même  signe  que  cette  quantité ,  ce  sera  le  pre- 
mier système  qui  aura  lien;  mais  s'il  est  de  signe  contraire,  alors  il 
faudra  donner  le  sigue  —  à  l'un  des  trois  radicaux,  ce  qui  donnera  le 
deuxième  système. 

Dans  l'exemple   dont  il  s'agit,  on  a 

y/ô7  x   \ff  x   y/F  =  4  x  4\/z^  x  4  \/^T,  =  —  64, 

tandis  que 

As  —  4AB  +  8C  =  64. 

Ainsi   c'est  le  second  système  qui  a  lieu. 

La  méprise  vient   de  ce  qu'on   a  supposé  que  le   produit  des  trois 
radicaux,   pris  positivement,  serait  toujours  positif. 

Au  reste  ,  on    peut  ôter  toute  ambiguïté  en    prenant  dans  le  pre- 
mier système 

,¥,  _  _  A3-JAB+_8C 

tA'  x  y/ô" 

Dans  l'exemple  proposé,  pour  lequel 

A3  —  4AB  -f-  8C  =  64, 

ayant  (ait  y/Ô7  =  \  ,  \/^=  \  V—  1 ,  on  aura  \/P'=  —  \  \/^7  , 
alors  le  premier  système  donnera 

x'  =  1,  x"=—  1  -f-2  V/--T,  x'"=  1,  *"  =  —  1  —  2  v'—ïj 
véritables  racines. 
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iNOTE  DE  M.  POUSSOT,  relative  à  la  correction  précédente. 


Il  me  semble  qu'il  y  avait  à  faire,  sur  ce  point  de  doctrine,  une  remarque  plus 
simple  et  plus  Lumineuse  que  celle  qu'on  vient  de  lire,  parce  qu'en  même  temps 
qu'elle  efface,  de  l'Algèbre,  cette  inutile  énumération  de  formules  qui  .1  donné 
lieu  à  la  méprise  dont  il  s'agit ,  elle  rend  encore  plus  claire  et  plus  précise  la  rètjli 
qu'on  doit  suivre  dans  les  applications  particulières. 

En  représentant ,  comme  le  fait  Euler,  par 

.v*  +  P*a  +  <lx  "4*  r  ==  °  t 

l'équation  du  4rt  degré ,  et  par  les  lettres  a, b,c,  les  trois  racines  de  la  réduite, 
j'observe  que,  dans  l'Algèbre,  ou  ne  devrait  présenter  ,  pour  l'expression  générale 
de  .v,  que  la  simple  formule 

et  qu'il  faudrait  supprimer,  comme  inutiles,  toutes  celles  qu'on  en  tire  par  ces  dif- 
férentes combinaisons  de  signes  dont  on  affecte  les  radicaux  [/a,  \/b,  [/c.  Car  ■  ea 
signes  -+"  ou —  qu'on  met  devant  ces  radicaux,  n'en  font  pas  pour  cela  des 
quantités  positives  ou  négatives;  et,  par  L'équivoque  même  qui  reste  attachée  au 
signe  radical  \/ ,  et  à  ceux  qui  entrent  dans  l'expression  de  a,  b,  c,  toutes  ces 
représentations,  ou  formules  diverses  en  apparence,  reviennent  toujours  à  la 
même,  et  ne  signifient  rien  de  plus  en  ilgèbre.  Il  suffit  donc  d'écrire  la  simple 
formule  précédente  ,  où  le  signe+que  j'emploie,  signifie  uniquement  que  l'expres- 
sion de  x  est  formée  par  la  réunion  des  trois  expressions  générales  \/a,  \/b,  y/c, 
sans  rien  dire  de  la  nature  de  ces  quantités,  qu'on  ne  peut  ni  connaître,  ni 
marquer  par  aucun  signe,  tant  qu'on  reste  dans  la  généralité  de  l'analyse. 

Actuellement,  je  suppose  qu'on  veuille  donner  une  règle  pour  l'application 
arithmétique  qu'on  pourrait  avoir  à  faire  de  cette  formule  générale  à  une  équation 
particulière  donnée.  Il  suffit  de  dire  que,  dans  chaque  cas  particulier  ,  on  aura  soin 
d'assembler  les  valeurs  trouvées  pour  ces  radicaux  .  de  manière  que  Le  produit  de 
ces  valeurs  soit  de  signe  contraire  au  coefficient  q  de  la  proposi  e  :  ci  qui  donnera 
•tineiit.it  dans  tous  les  cas,  les  quatre  racines  de  cette  équation. 

(Ceci  suppose  que,  par  la  règle  analogue  dans  le  3°  degré,  on  a  d'abord  dé- 
terminé les  trois  racines  particulières  a,   b,  c,  qui  conviennent  à  la    réduite.) 

On  voit  que  tout  devient  clair  et  facile  ,  par  eetie  seule  attention  de  ne  pas  con- 
fondre avec  l'Algèbre  ce  qui  n'appartient  qu'à  L'Arithmétique.  Le  défaut  qu'on 
relève  ici  vient  uniquement  de  ce  faux  mélange  qu'on  veut  faire  de  l'analyse  el  de 
la  synthèse.  On  essaye  de  distii i  d'isoler ,  par  certains  li  ai      les  différentes 
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3,{  NOTE    DE    M.    PO  IN  SOT. 

racines  d'une  formule  radicale  ,  et  cette  séparation  est  tout-à-fait  illusoire  :  car  ces 
racines  coexistent  toujours  dans  une  seule  quelconque  d'entre  elles,  tant  qu'on  y 
laisse  ces  radicaux  qui  donnent  lieu  à  cette  multiplicité  de  valeurs.  Or,  par  la 
nature  même  de  l'Algèbre,  il  faut  que  ces  signes  équivoques  demeurent ,  puisque 
cette  science  n'a  d'autre  objet  que  d'indiquer  les  opérations  à  faire,  mais  sans  les 
exécuter  ,  afin  que  le  tableau  de  ces  opérations ,  la  seule  ebose  que  l'esprit  ait  en 
vue,  soit  parfaitement  conservé.  C'est  même  pour  prévenir  toute  imperfection  de  ce 
genre,  que,  dans  le  calcul,  au  lieu  de  nombres,  on  emploie  des  lettres;  d'où  il 
résulte  qu'aucune  opération  ne  peut  se  faire  actuellement,  et  que  le  signe  de 
l'opération  demandée  subsiste  toujours. 

Lorsqu'on  passe  aux  applications  numériques,  les  opérations  s'effectuent,  les  si- 
gnes radicaux  disparaissent,  et  l'on  n'a  plus  que  des  valeurs  particulières,  com- 
posées de  nombres  réels  ou  simplement  affectés  de  l'imaginaire  \/ —  I  :  c'est  la 
seule  ambiguité  qui  reste;  et  le  eboix  de  ces  valeurs  particulières  se  fait  aisément 
par  cette  règle  naturelle,  qui  consiste  à  se  conformer  à  l'bypotbèse  même  du  calcul, 
afin  de  ne  pas  se  contredire  soi-même. 

Ainsi,  dans  la  formule  d'Euler,l'hypotbèse  du  calcul  est  \/a  X  \/b  X  ^/c  =  — |  . 

o 

qui  signifie  que  le  produit  des  trois  valeurs  particulières,  qu'on  réunit  pour  former 
la  racine  x  de  la  proposée  ,  doit  être  précisément  égal  à  —  „•  H  faut  donc  se  con- 
former à  cette  supposition,  comme  ,  lorsqu'on  demande  le  carré  de  y —  i  ,  on  doit 
écrire  —  i  ,  pour  ne  pas  se  contredire.  Par  ce  seul  principe,  on  est  sûr  de 
trouver  dans  ebaque  cas  les  Traies  valeurs  qui  conviennent  à  la  question  que  l'on 
considère» 


Il-S     DE    LA    NOTE. 


Errata. 


,     56     ,        6- 
72,   ligne  4.   j^,  lisez    ^ 

81 .   ligne  i3.    r  =  -^  rfc,    lises  x  =  ^-  qz 

i  ? 
82,    ligne    i5,  plus  grand  que,  ç'",   /(.s»»i  plus  petit  que  r 

80,   ligne  o  en  remontant, — .  /;«>; j- 

«—  Ç^  ?— ?A 

91  .   dernière  ligne,  ,  lisez  - 

A±4-  A  ±4- 

1  ii.   ligue  6,  +2<.l3a,    lisez   +  2  ' .  3a 

293,  dernière  ligne.  /,  =  1  -f- ,    //se;   /,  =  !■-(- 
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